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Decomposition of von Neumann algebras of Type I 
By 
8. SANKARAN in Hull, England 


Introduction 


Let E and F be non zero projections in a countably decomposable von 
Neumann algebra 7 and let e(£), e(F) be their respective central supports. 
E and F are said to be disjoint in «7 if e(£) e(F) = 0, £ is said to cover F, 
(E> F), if e(F) < e(£), and £ is said to be essentially equivalent to F if 
e(£) = e(F). In section 1 we consider the relation between these concepts and 
the concept of equivalence of projections due to MuRRAY and vOoN NEUMANN. 
Using a decomposition theorem (theorem 1.1) we show that if {F,,,} is a sequence 


of mutually orthogonal projections in «, where )’ F,,=J, then we can 
1 
construct a sequence {Z,,} of mutually orthogonal projections in ./ such that 
E,=I1 and If is a von Neumann algebra 
1 


of type J and if the F,’s are abelian projections then the £,,’s are abelian 
projections and the ordering becomes > E, > E, The signifi- 
cance of this construction is clear when we consider a discretely decomposable 
von Neumann algebra .o (see definition 3.1.). In section 3 we show that in this 
case each £,, is the direct sum of minimal projections in .o/, and that no minimal 
projection appears more than once in the summand for £,,. Further if a minimal 
projection G appears in E,,, and not in E,,,,, then G appears in E,, E,,..., E,-, 
but not in Z,,.,... Hence the ordering Z, > E, > +--+ > E, > «++ enumerates 
both the minimal projections and their multiplicity in a discretely decomposable 
von Neumann algebra. In section 4 we show that if « is a von Neumann 
algebra of type J, then the number of non zero projections in {£,} (where 
E,, are abelian, and > E, > ~~~) is unique up to equivalence. Finally we 
give a set of necessary and sufficient conditions for two von Neumann algebras 
of type J to be unitarily equivalent. 


1. Disjointness and essential equivalence 


Let # be a complex Hilbert space of dimension n> 0. In this paper 
the terms operator and projection mean respectively linear bounded everywhere 
defined transformation on # and orthogonal projection. A collection F of 
operators is said to be self-adjoint if A contains the adjoint of each of its 
members. The term algebra is used to denote a self-adjoint algebra (over 
complex numbers) of operators on #. An algebra which contains the identity 
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operator J, and which is closed in the weak neighbourhood topology for 
operators is called a von Neumann algebra. 

Let © be a von Neumann algebra on #. The set of all operators on # 
which commute with the elements of 7 is called the commutant of .o/ and is 
denoted by .«/’. The set 2 = /\ is called the centre of is called 
a factor if 2 = {aI}, (a complex numbers). The set {EZ TE: T €./}, where E 
is a projection in 7, is denoted by .7,. It is known that 7, is a von Neu- 
mann algebra whose commutant is ./, and whose centre is 2. W is said to be 
countably decomposable, if every collection of mutually orthogonal projections 
in . has at most a countable number of non-zero members. The von Neumann 
algebras we consider are countably decomposable. 

Let E be a projection in the von Neumann algebra «/. The projection 
e(Z) in the centre of o&/ defined by e(Z) = g-1-b{G:GE = E, G a projection 
in Z} is called the central support of #. F. J. Murray and J. von NEUMANN 
have introduced an equivalence relation among projections in ./: two projec- 
tions Z and F are equivalent, E ~ F, if there exists a partially isometric 
operator V ¢€ .o/ such that V* V = E and V V*= F. If E ~ F then e(E) = e(F). 

Definition 1.1. Let and F be projections in 7. If e(F) = 0 then 
and F are said to be disjoint (from each other) and we write E &J F. If e(F)<e(2) 
then is said to cover F, in symbols F < or E> F. F< E and E<F 
then £ and F are said to be essentially equivalent, in symbols EF = F. 

Lemma 1.1. Jf E and F are disjoint then E and F are mutually orthogonal. 
Essential equivalence is reflexive, symmetric, and transitive and hence is an 
equivalence relation. If E is equivalent to F then E is essentially equivalent to F. 
In a factor any two non-zero projections are essentially equivalent. 

All statements of the lemma follow from definition. 

Lemma 1.2. Let E and F be non-zero projections in o/. E and F are disjoint 
if and only if no non-zero subprojection of E in xf is equivalent to a subprojection 
of F. 

Proof. Let e(£)e(F)=0. Suppose F, where 0=< = E and 
0=< F, =F. Then e(#,)=e(F,) and e(£,) e(Z£), e(F,) S e(F). That is 
e(E,) = e(F,) e(£) e(F) = 0 and hence e(£,) = e(F,) = 0. Thus £,=F,= 0. 

Conversely, by lemme 1 (pp. 227—228, [1]}), if e(#) e(F) + 0, we can find 
0< E, <= E and 0< F, < F such that E, ~ F, where £,, F, are projections 
in A. 

Lemma 1.3. Let E and F be non-zero projections in of. E covers F if and only 
if no non-zero subprojection of F in A is disjoint from E. 

Proof. We shall prove the following equivalent form of the lemma. F < E 
if and only if for every projection G €.<7/, 0< G< F there corresponds a 
projection F, 0< F, such that F, ~ £, = £. 

If0<G< F <E then e(@) < e(F) < e(£), and hence e(G@) e(Z) + 0. By 
lemme | of [1] referred to above there exists a projection F, €.0/, 0 < F, < @ 
such that F, ~ £, < E£. 

Conversely, suppose every projection G¢€07, 0<G<F, contains a 
non-zero projection F, F, < G, such that F, ~ < Taking G=F 


= 
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we find F, and £,. When F,,_, and E,,_, has been found, where F,,_, ~ E,,_;, 
n-1 

F,,-,, E,-, are non-zero projections in & we let G = F — 3S’ F, and find 
i=1 

F,, = @ such that F,, ~ E, < E. Since the F,,’s are mutually orthogonal and 


is countably decomposable we have F = 3’ F,. Finally, e(F;) = e(£,) < e(B) 
1 


and hence e(F) = U e(F,) s e(£). This proves the lemma. 


Murray and voN NEUMANN have shown that in a factor # any two 
non-zero projections are comparable under <. This result now follows easily 
from lemma 1.3. Let Z and F be non-zero projections in a factor Z. Since 
E ~ F, taking G = F in lemma 1.3 we can find 0 < F, <= F, and 0< E, < E 
such that EZ, ~ F, where E£,, F, are projections in 2. When the projections 
F,,_, and E£,_, have been found, where E,,_, ~ F,,_,, we find HZ, and F,, as 


n—1 n—1 
follows. The projections ZH — 3’ E, and F — 3’ F, are essentially equivalent 
1 1 


n—1 n—1 
and hence there exist projections F,, < F — 3’ F; and E, < E— 3 BE, such 
1 1 


that F,, ~ £,. After a countable number of such steps either F — 3’ F; = 0 


in which case F ~ E, < or E— XE, = 0 and hence ~ JF, < F. 


1 

Theorem 1.1. (Decomposition theorem.) Let E and F be non-zero projections 
in a von Neumann algebra /. There exists a unique decomposition of F relative 
to E, F = F, + F,, where F,, F, are projections in o/, such that F, & F,, Fi & E 
and F, < E. 

Proof. Let F, = Fe(E) and F, = F(I — e(E£)) = F — F,. Since e(F,) < e(£) 
and e(F,) < I —e(EB) it follows that F, & F,, F, & EF, and F, < £. 

Let F = G, + G, where G,, G, are projections in o/ such that G, & G,, 
G, & and G, <E. Since G, <= e(G,) < and F, < e(F,) I—e(£), 
we have G,F,=0. Hence G, = G,F = G,(F, + F,) = G,F, and therefore 
G, < F,. By symmetry F, < G, and hence G, = F,. Similarly F, = G,, and 
the decomposition F = F, + F, is unique. This proves the theorem. 


Definition 1.2. A non-zero projection E in .% is called primary if 2 cannot 
be expressed as the sum of two disjoint projections in «7. 

Theorem 1.2. In a von Neumann algebra oA the following conditions on a 
non-zero projection E are equivalent. 

i. E is a primary projection in A, 

ii. e(E£) is minimal among the projections in the centre of A, and 

iii. AW», is a factor. 

Proof. Let E be primary and let G € Z be a projection such that 0 < G <= 
< e(E). Let = EG and E, = E— E, = E(e(H)—G). It is clear that 2, 
and E, are disjoint and E = E, + E,. Since EZ is primary either Z, = 0 or 
E,=0. If E,=0, then = E = E(e(E)—G) and hence < e(£) — 
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—G <= e(E). Hence G = 0. Similarly if 2, = 0, we have G = e(£). Thus e(Z) 
is a minimal projection in Z. 

Suppose is minimal in 2. The centre of is and hence 
A(z) is a factor. Since E < e(£) it follows that /, is a factor. 

Let be a factor. Let = + E, where E,, E, € and & E,. Since 
e(£,) € we have Ee(H,)E = Ee(E#,) is in EZE, and since is a factor, 
it follows that either = 0 or He(E,) = EZ. Since <= E, if = 0 
then e(£,) = 0 and hence EZ, = 0. If Ee(H,) = EZ, then e(Z) < e(#,) and hence 
= e(Z£,). 

Therefore e(£,) = 0, which implies that Z, = 0. Thus either EZ, = 0 or 
E, = 0 and hence E is primary. This proves the theorem. 

Definition 1.3. A primary projection EZ in 7 is said to be of type J if it 
contains a non-zero minimal projection of .97/. 

It follows from theorem 1.2 that all minimal projections of .o/ are primary 
and type J. It is easy to see that two minimal projections in 7 are either 
equivalent or disjoint. A primary projection EZ of type J is essentially equivalent 
to the minimal projection F it contains; for,e(F’) < e(£),and by theorem 1.2,e(£) 
is minimal in 2. Hence e(F) = e(Z). For minimal projections essential equiva- 
lence implies equivalence. Hence if E is a primary type J projection, the 
minimal projection it contains is unique up to equivalence. 

The proof of the following lemma is similar to the proof of lemma 1.3. 

Lemma 1.4. Jf E is a non-zero primary projection of type I in x, and F is 


the minimal projection contained in E, then E = E,, = oo, 1,2,...) where 


E, is equivalent to F and E,E; = 0 for i + j. Conversely, 3 E,, (k = 0, 1, 2, ...) 
is a primary type I projection. 

Lemma 1.4. shows that if F is a minimal projection in «/, and {E;} a 
sequence of mutually in such that ~ F then 


the projections P = 3 E, and Q= 2 E;,p +4, are essentially equivalent. 


Thus essential uta fails to distinguish the multiplicity with which a 
minimal projection appears in two primary type J projections. We shall show 
in sections 2 and 4 that in spite of its coarseness essential equivalence is 
adequate to characterise the multiplicity of certain von Neumann algebras. 


2. A construction 


Definition 2.1. A finite non-zero projection F in a von Neumann algebra .o/ 
is called abelian if F < E implies that F < E in the sense of [2]. A von Neu- 
mann algebra . is said to be of type J if every non-zero projection EZ in J 
contains an abelian projection. 

Lemma 2.1. Jf F € A is abelian then F AF is a commutative algebra. 

Proof. To show that F.o/F is commutative it is enough to show that every 
pair of mutually orthogonal projections in F.~/F are disjoint; for, it will then 
follow that every projection of F.oF is its own central support and hence 
by spectral theorem the algebra will coincide with its centre. 


be 
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Let 0 < P < F bea projection in «7. If P and (F — P) are not disjoint in 07, 
by lemma 1.2, we can find projections 0 < P, < P and 0< P, < F — P such 
that P, ~ P,. Suppose a projection Q, Q < F, Q €.#% is disjoint from F — P,. 
Then Q is orthogonal to F — P,, and hence Q <= P,. Since Q J F — P,, and 
since P, < F—P,, we have Qw P;. Hence e(Q) e(P,) = e(Q) e(P,) = 0. 
That is Q is also disjoint from P,. Hence Q = 0. Therefore no subprojection 
of F is disjoint from F — P,. By lemma 1.3, we have then F < F — P,. Since 
F is abelian, we have F ~ F, < F — P, < F. This is clearly impossible since 
F is finite by assumption. This proves the lemma. 

Remark. Having established that our definition 2.1 of abelian pro- 
jections in « is the same as definition 3, (Chapter I, § 8, No. 2) of [1], (see 
also Lemme 1, Chapter III, § 3, No. 1 [1]), we shall usé without further com- 
ments the properties of abelian projections given in pages 123 and 124 of [1]. 
The sum of two mutually orthogonal abelian projections in .o/ is not abelian in 
general. However, it is easy to verify that if F, and F, are abelian and disjoint 
then F, + F, is abelian. 

In the following construction it is convenient to write {F(n)} to denote 
the sequence {F,,}. 

Let » be a von Neumann algebra of type J. Let {F(n)} be a sequence 


of mutually orthogonal abelian projections in « such that )’ F(n) = J. 


1 
By theorem 1.1 we decompose F (2) with respect to F(1):F (2) = F(21) + F(22) 
where F(21) & F(22), F(21) J F(1) and F(22) < F(1). Since every non-zero 
subprojection of an abelian projection is abelian, F(21) is abelian and hence 
F(11) + F(21) is abelian. Here F(11) = F(1). We next decompose F'(3) with 
respect to F(11) + F(21): F(3) = F(31) + F(32) where F(31) & F(32), 
F(31) &J F(11) + F(21) and F(32) <F(11) + F(21). We form F(11) + 
+ F(21) + F(31) and observe that it is abelian and that F'(22), F(32) are 
covered by it. In general, when we have decomposed F'(n — 1) and formed 


n—1 n—1 
>» F(k1), we decompose F (n) with respect to 3’ F(k1):F(n) = F(n1) + F(n2) 
k=1 k=1 
n—l n—1 
where F (nl) & F(n2), F(nl) & F(k1), and F(n2) < F(k1). We form 
k=1 k=1 


n—1 n 
F(nl) + 3 F(k1) and observe that it is abelian, and that F(l2) << ¥’ F(k1) 
k=1 k=1 


for | = 2, 3, ...n. By induction we carry the process to exhaust the sequence 
{F(n)} and thus obtain 
(i) an abelian projection 2, = 3° F(k1), and 


k=1 
(ii) a residual sequence of mutually orthogonal abelian projections 


{F (k2)} k = 2,3, ... such that F(k2) < E, for k = 2,3,... 
We next repeat the process with the first non-zero projection of the sequence 
{F (k2)}, say F (22). Decompose F (32) with respect to F (22): F (32) = F(321)+ 
+ F(322) where F(321) & F(322), F(321) & F(22) and F(322) < F(22) and 


3 
y 
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form the abelian projection F(221) + F(321). Here F(221) = F(22). 
gout when F((n—1)2) has been decomposed, and we have ccaanes 


F(k21) we decompose F (n 2): 
F(n2) = F(n21) + F(n22) where F(n21) & F(n22), F(n21) b Fee) 


and We form the abelian projection + 


+ F(n21) = It is clear that F (122) F (k21) forl = 3, 4,. 
By taihdeltenrs we carry the process id exhaust the sequence {F (n2)} and obtain 
(i) an abelian projection EZ, = e F(k21), and 


(ii) a residual sequence of saantisailty orthogonal abelian projections F (k22) 
= 3,4,. 
We Seti that since F(k21) < F(k2) < E,, for k = 2,3,... 


we have F(k21) < By i. e. E, < 


When £,, has been thus constructed, we have. 

(i) Z, > E,, where E; are abelian, i = 1, 2,..., n, 

and (ii) a residual sequence {F(k2...2...2)}k=n + 1,... of mutually 
orthogonal abelian projections with the property that 


F(k2...2...2)<E, 


By induction we carry the process to the stage where the residual projections 
are all zero. We then have a sequence {E£,} of mutually orthogonal abelian 
projections in such that Z,, = J, and 

Since the projections E,, are abelian , we have 
E,> . 


Definition 2.2. A sequence {£,} of mutually orthogonal abelian projections 
in a von Neumann algebra .°/ of type J is called an abelian decomposition of the 
identity J, if 


(*). 


2 E,;=I1and E, > 


The number of non-zero projections in the set {Z;} is called the length of the 
identity. 


3. An illustration 


The significance of the construction of section 2 is clear when we consider 
a discretely decomposable von Neumann algebra of type J, where 

Definition 3.1. A von Neumann algebra @ of type J is discretely decom- 
posable if every central projection of # contains a non-zero minimal central 
projection (minimal among the central projections of &). 


| 
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Lemma 3.1. Let @ be a discretely decomposable von Neumann algebra of 
type I. A non-zero projection F in B is abelian if and only if F = & P, where 
{P,} is a sequence of mutually disjoint minimal projections in &. 

Proof. The proof of the “if” part being trivial, we prove the “only if” part 


of the lemma. Let F €@ be abelian. Let e(F) = 3’ G,; where G,; are mutually 


1 

orthogonal minimal projections in 2. Let P; = G,F. If P; = 0,thenF < e(F)— 
— G,< e(F) and hence e(F) < e(F) — G; < e(F). Hence P,; + 0. Let 0< P< P, 
where P is a projection in #. Since P; is abelian, we have P = P,e(P). mae 


e(P) = e(P;) = G, we have P = P,. And hence P; is minimal. Thus F = bY F¢ 
This proves the lemma. 

Let {F(n)} be a maximal sequence of mutually orthogonal abelian projec- 
tions in a discretely decomposable von Neumann algebra # of type J. Let 
{E,,} be the ordered abelian sequence obtained from {F (n)}. It is easy to verify 
that in the decomposition F(2) = F(21) + F(22) with respect to F(1), (where 
F(21) & F(1) and F(22) < F(1)), F(21) consists of those minimal projections 
of # which are in F(2) but not in F(1); and F(22) consists of those minimal 
projections which are in F(2) and F(1). Considered from this point of view, 
E, contains every minimal projection of # and no minimal projection appears 
in E, more than once. It is also clear that if a minimal projection P appears in 
E,, (and therefore in EZ,,_,, £,-»,...,#,) but not in (and therefore 
not in E,,,...) then P appears with multiplicity » in 7. Thus the ordered 
abelian decomposition of I gives both the minimal projections and their 
multiplicities. 

4. von Neumann algebras of type I 

Lemma 4.1. Let / be a von Neumann algebra of type I and let {F,,} and {E,} 
be two ordered abelian decompositions of the identity in of. Then F,, is equivalent 
to Z,,2 = 1, 2,3,. 

Proof. Let and 
where the sequence {F,,} ({Z,}) is orthogonal and 2 F, =1(2 £, = 1). 
Decompose F, = F,, + such that F,, and F,, <£#,. Since F,, is 


orthogonal to Z,, we have F,, <= 3’ E,. Hence we can find a non-zero projection 


2 
P s F,, such that P ~ Q < E, for some i, ¢ = 2,3,... 

Hence e(P) = e(Q) S e(£,) because and e(Q) 
= e(P) e(Z,) S e(F,,) e(£,) = 0. Thus Q = P=0 and F,, = 0. That 
is F, < E,. Since F, is abelian , we have F, < £,. By symmetry E£, < F, and 
hence ~ F,. 

Suppose we have shown that Z; ~ F;,i = 1, 2,...,n—1. Then (- E.) 

n—1 1 
Write F,, = F,,, + where F,, & and 

n n 1 
Since F,, < F,< ~ we can find a non-zero subprojection 


P < F,, cach thes P~ 0.5 5, 5,0+1,... 
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As in the last paragraph we can show that P = 0, and hence F,, = 0. We 
thus show that F,, < £, which implies that F,, < Z,. By symmetry we have 
E,, < F,, and hence E,, ~ F,,. This proves the lemma. 

Collecting the results of section 2 and the last lemma we have 

Theorem 4.1. Every countably decomposable von Neumann algebra of type I 
has an ordered abelian decomposition of the identity. The length of the identity 
is unique up to equivalence. 

Theorem 4.2. Let </ and B be von Neumann algebras of type I. Let {E,,} and 
{F,} be the ordered abelian decompositions of oS and B respectively. A set of 
necessary and sufficient conditions for and B to be unitarily equivalent is 

(i) the lengths of the identity of of and B are equal, and 

(ii) A», is unitarily equivalent to By, for each n. 

Proof. Let </ and Z be defined on Hilbert spaces #, and #, respectively. 
Suppose the conditions of the theorem are satisfied. Let U,, be the isometry 
from the range of E,, to the range of F,, such that U,.7/, U;' = By,. It is 
easy to verify that two von Neumann algebras are unitarily equivalent if and 
only if their commutants are unitarily equivalent. Hence U,,.o/%, Uz! = By. 
Since E,, (resp. F,,) commutes with .«/’ (resp. Z’), we have for A’ € .0/’ (resp. 
B’ € the direct sum A’ = (resp. BY = By,). 

Let U = XU,,. Then U is an unitary transformation from #, onto #3. 
If A’ €#’, then UA’'U-!=U (2 = ZU, Az U;' = By, = B’ 
in Hence is unitarily equivalent to Z’, and therefore is unitarily 
equivalent to Z. 

Conversely, suppose U.o/ U-! = B. It is easy to verify that {U E, U-"} is 
an ordered abelian decomposition of the identity in @. By theorem 4.1, 
the cardinality of the sets {UH#,U~-"} and {F,} are the same. Hence the 
cardinality of {Z,,} and {F,,} are the same. That is the lengths of the identity in 
and are the same. 

To show that U./, U-!= @,p, it is enough to show that UW, U- 
= Brz,v-:. For, since UE,U-" is equivalent to F,, in &, it follows that 
v-: is unitarily equivalent to B,,. 


Now U-) = UE, E,U- = UE, UE, U>} 
= UE, U-BUE, U-1 = U-'- 


This proves the theorem. 
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Quotienten komplexer Raiume 
Von 
HARALD HoLMANN in Miinster (Westfalen) 


Einleitung 


In der klassischen Funktionentheorie einer komplexen Verinderlichen 
werden Automorphismengruppen G von Riemannschen Flachen F betrachtet, 
die eigentlich diskontinuierlich operieren, wie z. B. die Gruppe der Deck- 
transformationen der universellen Uberlagerungsfliche einer gegebenen Rie- 
mannschen Flache. Der Quotient F/G ist stets auf natiirliche Weise wieder eine 
Riemannsche Flache. In der Funktionentheorie mehrerer komplexer Verander- 
licher liegen die Verhaltnisse zundchst ganz anders. Geht man von einer kom- 
plexen Mannigfaltigkeit X aus, so besitzt der Quotient von X nach einer auf X 
eigentlich diskontinuierlich!) operierenden Automorphismengruppe @ im all- 
gemeinen keine Mannigfaltigkeitsstruktur mehr, vielmehr ist X/G fiir gew6hn- 
lich ein komplexer Raum?*). Sieht man jedoch in den komplexen Raéumen die 
richtige Verallgemeinerung des Begriffes der Riemannschen Flache, so laBt 
sich das klassische Resultat auf die Funktionentheorie mehrerer komplexer 
Veranderlicher ohne weiteres tibertragen. Von H. Cartan wurde gezeigt*): 

Der Quotient X/G eines komplexen Raumes X nach einer auf X eigentlich 
diskontinuierlich operierenden Automorphismengruppe G besitzt auf natiirliche 
Weise wieder eine komplexe Struktur. Ist X ein normaler komplexer Raum, so 
auch X/G. 

Der Zusatz ,,auf natiirliche Weise“ bedeutet dabei folgendes. Sei R eine 
Aquivalenzrelation auf dem komplexen Raum X (mit einer Strukturgarbe 2) 
und bezeichne 2: X + X/R die kanonische Projektion, dann kann man jeder 
offenen Menge U von X/R den Ring Sy der stetigen komplexwertigen Funk- 
tionen f auf U zuordnen, wobei f © 2 in 2~'(U) holomorph ist. Liegt V offen 
in U, so sei unter s!: S,— Sy die natiirliche Beschrankung verstanden. 
{Sy, sf} stellt ein Garbendatum einer Garbe auf X/R dar‘). Macht die 
soeben definierte Garbe 2/R den Quotientenraum X/R zu einem komplexen 
Raum, dann sagt man, daB der Quotientenraum X/R ,,auf natiirliche Weise“ 
wieder eine komplexe Struktur besitzt. 

In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, unter welchen Voraussetzungen 
der Quotient X/Z eines komplexen Raumes X nach einer komplexen Lieschen 
Automorphismengruppe L auf natiirliche Weise einen komplexen Raum ergibt. 


1) Siehe [4] u. [5] sowie Definition 14 der vorliegenden Arbeit. 
*) Siehe [4], Theorem 1. 

3) Siehe [5], Theorem 4. 

*) Vgl. [4], Seite XII, 2, und [5], Seite 96/97. 
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Dazu hat man den Begriff der eigentlich diskontinuierlich operierenden 
Automorphismengruppe so zu erweitern, daB auch die komplexen Lieschen 
Automorphismengruppen positiver Dimension darunterfallen. Das gelingt 
dadurch, da8 wir erklaren, wann eine komplexe Liesche Automorphismen- 
gruppe L auf einem komplexen Raum X separabel operiert. 

Man beachte die Analogien in der Gegeniiberstellung der beiden Defi- 
nitionen fiir eigentlich diskontinuierlich bzw. separabel operierende Auto- 
morphismengruppen. 

Definition: Line Automorphismengruppe G eines komplexen Raumes X 
operiert eigentlich diskontinuierlich auf X, wenn die folgenden Bedingungen 
gelten: 

(a) Zwei nicht G-diquivalente Punkte x’ und x’ aus X besitzen stets Um- 
gebungen®) U' bzw. U"’, so daB g(U') und U"’ fiir alle g € G disjunkt sind. 

(b) Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung U, (invariant gegeniiber der 
Isotropiegruppe G,,), so daB aus g €G, x’ €U,,9 0 €U, folgt: g € G,. 

(c) Fiir jeden Punkt x € X ist die Isotropiegruppe G, endlich. 

Definition: Zine komplexe Liesche Automorphismengruppe L eines kom- 
plexen Raumes X operiert separabel auf X, wenn neben den Bedingungen (a) 
und (c) gilt: 

(b’) Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung U,, und es gibt eine durch x 
laufende analytische Menge s, in U,, sowie eine Umgebung V, des identischen 
Automorphismus ¢ aus L, so daB folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. Durch die Zuordnung ®:(g,2')>gox' wird V,x8, biholomorph 
auf abgebildet. 

2. s, ist invariant gegeniiber der Isotropiegruppe L,, und aus g € L, x’ € 8,, 
g x €8, folgt : g 

Es gilt die folgende Verallgemeinerung des Cartanschen Satzes: 

Der Quotientenraum X/L eines komplexen Raumes X (versehen mit der 
Strukturgarbe 2) nach einer auf X separabel operierenden komplexen Lieschen 
Automorphismengruppe L besitzt auf natiirliche Weise wieder eine komplexe 
Struktur (naimlich 2/L). Ist X ein normaler komplexer Raum, so auch X/L. 

Zwischen X und X/L bestehen die folgenden Beziehungen: 

1. Die kanonische Projektion x: X + X/L ist holomorph. 

2. Jede holomorphe Abbildung f : X — Y von X in einen komplexen Raum Y, 
die auf L-diquivalenten Punkten von X gleiche Werte annimmt, laft sich durch x 
faktorisieren, d.h. es gibt eine holomorphe Abbildung f{*: X/L > Y, so daB 
f=f*oz. 

Die eigentlich diskontinuierlich operierenden Automorphismengruppen 
sind durch Bedingungen rein topologischer Natur charakterisiert, wihrend bei 
unserer Definition der separabel operierenden Automorphismengruppe eines 
komplexen Raumes funktionentheoretische Bedingungen auftreten. Es gilt 
jedoch der folgende Satz: 


5) Es wird die Terminologie von N. BourBaki benutzt. Siehe [2], §1, Definition 4. 
’ Voisinage ist hier mit Nachbarschaft iibersetzt, wihrend das Wort Umgebung fiir offene 
Nachbarschaften reserviert bleibt. 
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Sei L eine komplexe Liesche Automorphismengruppe eines komplexen 
Raumes X, fiir die alle Isotropiegruppen L,, x € X, endlich sind. L operiert 
genau dann separabel auf X, wenn L lokal eigentlich auf X operiert, d.h. wenn 
jeder Punkt x € X eine Nachbarschajt U,,, besitzt, so daB die Operationsabbildung 
®:LxU,— X, gegeben durch ®: (g, x') +g © x’, eigentlich ist. 

Damit sind auch die separabel operierenden Automorphismengruppen 
durch rein topologische Bedingungen gekennzeichnet. 

Die eigentlich diskontinuierlich operierenden Automorphismengruppen sind 
in dieser Sprechweise genau die mit der diskreten Topologie versehenen Auto- 
morphismengruppen, die lokal eigentlich operieren. 

Da eine kompakte komplexe Liesche Automorphismengruppe L eines kom- 
plexen Raumes X stets lokal eigentlich auf X operiert, so gilt: 

Der Quotient X/L eines komplexen Raumes X (versehen mit einer Struktur- 
garbe 2%) nach einer kompakten komplexen Lieschen Automorphismengruppe L 
besitzt stets auf natiirliche Weise eine komplexe Struktur (nimlich 2/L), wenn 
alle Isotropiegruppen L,, x € X, endlich sind. 

Jeder Automorphismengruppe L eines komplexen Raumes X (versehen mit 
einer komplexen Struktur 2) ist auf natiirliche Weise eine Automorphismen- 
gruppe L* der Normalisierung (X*, 0) (versehen mit einer normalen kom- 
plexen Struktur 2*) von X zugeordnet. Es gilt: 

Die komplexe Liesche Automorphismengruppe L operiere separabel auf dem 
komplexen Raum X. Dann operiert auch die durch L induzierte komplexe 
Liesche Automorphismengruppe L* der Normalisierung (X*, 0) von X separabel 
auf X*, und es gibt eine holomorphe Abbildung 0: X*/L* > X/L des kom- 
plexen Raumes X*/L* (versehen mit der normalen komplexen Struktur 2*/L*) 
auf den komplexen Raum X/L (versehen mit der komplexen Struktur %/L), 
8o daB gilt: 6 0 x* = 2 © eo. (Dabei bezeichnen a: X + X/L und a*: X* + X*/L* 
die kanonischen Projektionen.) (X*/L*, 0) stellt die Normalisierung von X/L dar. 

Fiir den Fall, daB eine komplexe Liesche Automorphismengruppe L echt 
auf einem komplexen Raum X operiert, d.h. daB alle Isotropiegruppen L,, 
x € X, aus der Identitat allein bestehen, gelten die folgenden Aussagen: 

Operiert eine komplexe Liesche Automorphismengruppe L eines komplexen 
Raumes X lokal eigentlich und echt auf X, dann ist X ein komplex-analytisches 
Prinzipalfaserbiindel iiber dem komplexen Raum X/L mit L als typischer Faser 
und Strukturgruppe. 

Operiert eine komplexe Liesche Automorphismengruppe L einer komplexen 
Mannigfaltigkeit X (versehen mit einer Strukturgarbe 2) lokal eigentlich und 
echt auf X, dann ist der Quotientenraum X/L (versehen mit der Struktur- 
garbe 2/L) ebenfalls eine komplexe Mannigfaltigkeit. 

Als Beispiele fiir komplexe Mannigfaltigkeiten mit komplexen Lieschen 
Automorphismengruppen, die lokal eigentlich und echt operieren, kann man 
komplexe Liesche Gruppen betrachten, auf denen durch Linkstranslation die 
abgeschlossenen komplexen Lieschen Untergruppen als Automorphismen- 
gruppen operieren. 


| 


410 HaraLtp 


Zum Aufbau der Arbeit ist folgendes zu bemerken. Im ersten Abschnitt 
werden grundlegende Definitionen und Satze tiber komplexe Raume zusammen- 
gestellt. 

Der zweite Abschnitt enthalt einige Satze itiber Quotienten geringter 
Raume nach gewissen Klassen von Aquivalenzrelationen. Es stellt sich namlich 
heraus, daB viele Saitze tiber Quotienten komplexer Raume nach komplexen 
Lieschen Automorphismengruppen nicht von der komplexen Struktur der 
Raume bzw. Automorphismengruppen abhangen, sondern ganz allgemein fiir 
Quotienten geringter Raume nach bestimmten — mit der geringten Struktur 
der Raume vertraglichen — Relationen gelten. 

In den restlichen Abschnitten werden die oben dargestellten Satze bewiesen. 

Der SchluB der Arbeit enthalt Methoden, die es gestatten, zu vorgegebenen 
komplexen Raumen mit komplexen Lieschen Automorphismengruppen, deren 
Quotienten wieder komplexe Raume darstellen, weitere komplexe Raume und 
komplexe Liesche Automorphismengruppen zu bilden, wobei die sich ergeben- 
den Quotienten wieder komplexe Strukturen besitzen. 


§ 1. Komplexe Riume 


In diesem Paragraphen sollen einige Grundbegriffe zusammengestellt 
werden, die im folgenden verwendet werden. Ist X ein topologischer Raum, 
so bezeichne S(X) stets die Garbe der Keime von lokalen stetigen komplex- 
wertigen Funktionen auf X. 

Definition 1: Unter einem geringten Raum®) verstehen wir ein Paar (X, %), 
wobei X ein topologischer Raum und A eine Untergarbe von Ringen der Garbe 
S(X) ist, die die Garbe I der konstanten komplexwertigen Funktionskeime umfafpt. 

% hei®Bt die Strukturgarbe des geringten Raumes (X, 2). Ist es aus dem 
Zusammenhang klar, welche Struktur ein topologischer Raum X besitzt, so 
werden wir haufig statt (X, 2) einfach X schreiben. 

Definition 2: (X, 2) und (X', A’) seien zwei geringte Riiume. Eine stetige Ab- 
bildung p: X + X’ heiBt ein Homomorphismus, wenn sie fiir jeden Punkt x € X 
einen Ringhomomorphismus p, des Halmes A',,., in den Halm A, induziert, 
und zwar vermége der Zuordnung 

Pz: > © - 
yp heiBt ein Isomorphismus, wenn X durch p topologisch auf X' abgebildet wird 
und die induzierten Ringhomomorphismen g’, fiir alle x €X surjektive Ring- 
tsomorphismen darstellen. 

Es gilt: 

a) Sind X, Y und Z geringte Riume und stellen o: X > Y und t: Y>Z 
Homomorphismen dar, so ist auch die zusammengesetzte Abbildung t 00: X >Z 
wieder ein Homomorphismus. 

Definition 3: (X, 2) sei ein geringter Raum, dann heift eine in einer offenen 
Teilmenge U von X stetige komplexwertige Funktion { genau dann A-morph, 


*) Wir schlieBen uns weitgehend der Terminologie von [7] an. 
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wenn die durch f induzierten Funktionskeime f,, x € U, eine Schnittfliiche in A 
tiber U darstellen (statt dessen sagt man auch kiirzer: wenn / eine Schnittfliche 
in 2 iiber U ist). 

Es gilt: 

b) (X, wnd (X’, seien zwei geringte Raiume. Hine stetige Abbildung 
gy: X + X’ ist genau dann ein Homomorphismus, wenn fiir jede in einem Teil- 
bereich U' von X’ definierte A'-morphe Funktion f' gilt, daB f =f'o in 
U = *(U’) eine A-morphe Funktion darstellt. 

Definition 4: Hine abgeschlossene Teilmenge M eines geringten Rawmes 
(X, UA) heiBt eine A-Menge, wenn es zu jedem Punkt x € X eine Umgebung U, 
und endlich viele U-morphe Funktionen f,,...,{, auf U, gibt, so daB Mr\ U, 
gleich dem simultanen Nullstellengebilde von f,,..., f, ist. 


Die geringte Struktur 2 von X induziert wie folgt auf natiirliche Weise eine 
geringte Struktur 21(M) auf der 2-Menge M. M sei als topologischer Unter- 
raum von X, versehen mit der Relativtopologie, aufgefaBt. Fiir jede offene 
Menge U von M bezeichne T'y die Menge aller stetigen komplexwertigen Funk- 
tionen auf U, die Spur einer %-morphen Funktion auf einer offenen Menge 0 
von X sind, wobei 0 > M = U gilt. Ist Vc U, so gibt es natiirliche Beschran- 
kungsabbildungen t? mit den iiblichen Eigenschaften. Die Menge aller Paare 
{(T'y, t)} stellt dann ein Garbendatum fiir 2(M) dar. Die Injektion i: M + X 
ist eine homomorphe Abbildung. Wenn wir von 2%-Mengen M im folgenden 
sprechen, so seien sie stets mit der geringten Struktur 21(1/) versehen. Es sei 
noch bemerkt, daB sich fiir beliebige Teilmengen M von X auf dieselbe Weise 
eine geringte Struktur 2 () definieren laBt. Jeder 2-Menge M eines geringten 
Raumes (X, 21) kann man eine 2-Idealgarbe 3 (M) zuordnen. 3 (M) ist definiert 
als die Untergarbe von 2%, deren Halme 3,, x € X, aus den Funktionskeimen 
f,€A, bestehen, die durch Schnitte fy H°(U(x),A) tiber Umgebungen 
U(x) von x reprisentiert werden, die auf M -\ U(x) verschwinden. Die oben 
auf der %-Menge M eingefiihrte geringte Struktur 2(M) ist auf natiirliche 
Weise isomorph zur Urbildgarbe’) von 2%/3(M) beziiglich der Injektion 
i:M-— X. 

Einfache Beispiele fiir geringte Raiume erhaélt man in den Bereichen B 
eines komplexen Zahlenraumes, wenn man ihnen als Strukturgarbe die Garbe 0 
der Keime von holomorphen Funktionen auf B zuordnet. Eine 0-Menge M 
in B ist dann nichts anderes als eine analytische Menge. ©(M) bezeichne die 
durch © auf M induzierte geringte Struktur. Einen hausdorffschen Raum, der 
lokal die Struktur eines geringten Raumes (M, 0(M)) tragt, wollen wir als 
komplexen Raum definieren : 

Definition 5: Zin komplexer Raum®) (B-Raum ) ist definiert als ein geringter 
Raum (X, A), wobet gilt: 

1. X ist ein hausdorffscher Raum. 


7) Val. (6) und [8]. 
8) Vgl. [7]. 
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2. Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung U, so dap (U,A(U)) isomorph 
zu einer in einem Bereich B eines komplexen Zahlenraumes analytischen Menge 
(M, ©(M)) ist. Die Garbe A wird holomorphe oder komplexe Struktur auf X 
genannt. 

Ist (X, 21) ein komplexer Raum, so nennt man die 2%-morphen Funktionen 
iiblicherweise holomorph, und einen Homomorphismus eines komplexen Rau- 
mes (X, 2) in einen komplexen Raum (X’, 2’) bezeichnet man als eine holo- 
morphe Abbildung. 

Ein Paar (U, g) heiBt eine komplexe Karte auf dem komplexen Raum 
(X, 2), wenn U eine offene Menge in X und ¢ eine biholomorphe Abbildung 
von (U,%(U)) auf eine in einem Bereich B eines komplexen Zahlenraumes 
analytische Menge (M, ©(M)) ist. Es gilt: 

c) Lat sich ein hausdorffscher Raum X durch ein System von offenen Mengen 
{U,: i € I} tiberdecken, so daf fiir jedes i € I eine topologische Abbildung yp, von U, 
auf eine analytische Menge (M,, ©(M,)) eines Bereiches B, eines komplexen 
Zahlenraumes existiert, derart, dap alle Abbildungen © U;)> 
U;), i,j biholomorph sind, dann wird hierdurch genau eine kom- 
plexe Struktur A auf X induziert, so dap (U;,, p,), i € 1, komplexe Karten auf X 
darstellen. 

Definition 6: Zin Punkt x eines komplexen Raumes (X,A) heiBt normal, 
wenn der Halm A, der Strukturgarbe im Punkte x ganz algebraisch abgeschlossen 
ist. Ein komplexer Raum heiBt normal (B,-Raum), wenn alle Punkte von X 
normal sind. 

Zu einem beliebigen komplexen Raum (X, 2) kann man stets die eindeutig 
bestimmte Normalisierung®) bilden. 

Definition 7: Ein Paar (X*, 0) heiBt eine Normalisierung des komplexen 
Raumes (X, A), wenn gilt: 

1. X* ist ein lokal kompakter, lokal zusammenhdngender topologischer Raum, 
o: X* + X ist eine stetige nirgends entartete eigentliche Abbildung von X* auf X. 

2. Nimmt man aus X die Menge N der nichtgewédhnlichen™) Punkte heraus, 
so ist der Restraum X — N zu X* — o~'(N) vermége der Abbildung 0 topologisch 
diquivalent. Die Menge o~*(N) zerlegt X* nirgends. 

Es gilt: 

d) Jeder komplexe Rawm (X, A) besitzt eine Normalisierung (X*, 0). Stellt 
(X*, 6) eine weitere Normalisierung von (X, 2) dar, so existiert eine topologische 
Abbildung t: X* + X*, wobei 6 = 9 Ot ist. 

Auf X* gibt es genau eine normale komplexe Struktur A* ( B,,-Struktur), so 
daB die Abbildung o : X* + X holomorph ist. 

Bei der Untersuchung von Quotienten komplexer Réaume nach komplexen 
Lieschen Automorphismengruppen wird es einem nahegelegt, den Begriff des 
komplexen Raumes leicht zu verallgemeinern. 

*) Siehe [7], Seite 283. 
1°) Siehe [7], Seite 281, Definition 31. 
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Definition 8: Unter einem pseudo-komplexen“) Raum verstehen wir einen 
geringten Raum (X, A), fiir den nur Bedingung 2 von Definition 5 gilt. 

Ist (X, 2) ein pseudo-komplexer Raum, so sollen die auf X definierten 
A%-morphen Funktionen wieder holomorph genannt werden. Desgleichen sei 
ein Homomorphismus eines pseudo-komplexen Raumes auf einen anderen als 
holomorphe Abbildung bezeichnet. 

Es gilt: 

e) Stellt {U,;: i € I} eine offene Uberdeckung des topologischen Raumes X dar 
und gibt es fiir jedes i € I eine topologische Abbildung q,; von U, auf eine analy- 
tische Menge (M,, ©(M,)) eines Bereiches B, eines komplexen Zahlenraumes, 
holomorph sind, dann wird hierdurch genau eine pseudo-komplexe Struktur YA 
auf X erzeugt, derart, daB alle Paare (U,, y,), t,j € 1, pseudo-komplexe Karten 
auf X darstellen. 


§ 2. Quotienten geringier Riume 


Es sei (X, 2) ein geringter Raum und R eine Aquivalenzrelation auf X. 
Durch R wird eine Untergarbe %, von 2% ausgezeichnet, die genau aus den 
Keimen von lokalen A%-morphen R-invarianten Funktionen auf X besteht. 
Ist U eine offene Menge von X, dann bezeichnen wir den Ring der 2{-morphen 
R-invarianten Funktionen auf U mit Ry. Liegt V offen in U, so sei rf der 
iibliche Beschrinkungshomomorphismus. Die Menge aller Paare {(Ry, 
stellt ein Garbendatum fiir 2, dar. 

X/R sei der Quotientenraum von X nach R und a: X + X/R bezeichne die 
kanonische Projektion. X/R 14Bt sich auf kanonische Weise zu einem geringten 
Raum (X/R,2/R) machen. Die Strukturgarbe A/R wird durch das folgende 
Garbendatum {(F y, {f)} erzeugt. Dabei ist F, der Ring der stetigen komplex- 
wertigen Funktionen f auf einer offenen Teilmenge U von X/R, fiir die 
fom €H%(x-(U), A). Liegt V offen in U, so bezeichnet die iibliche Be- 
schrankungsabbildung. Damit ist dann sofort klar, daB gilt: 

Satz 1: Die kanonische Projektion (X,A) (X/R, °A/R) ist ein Homo- 
morphismus, und zwar stellt fiir alle x € X der durch x induzierte Ringhomo- 
morphismus : (2/R), (4) > A, einen Ringhomomorphismus in (Ap), dar. 

Nur in speziellen Fallen ist 2), ein Ringisomorphismus von (2/R),(,) auf 
(2). Wir werden uns mit dieser Frage gegen Ende dieses Abschnittes noch 
weiter beschaftigen. | 

Im folgenden denken wir uns den Quotienten X/R eines geringten Raumes 
(X, 2) nach einer Aquivalenzrelation R stets mit der geringten Struktur 2/R 
versehen. 

Ks gilt: 

Satz 2: (X, 2) sei ein geringter Raum, f stelle eine Abbildung des Quotienten- 
raumes (X/R,A/R) in einen geringten Raum (Y,Z) dar. f ist genau dann ein 
Homomorphismus, wenn f © 2 ein Homomorphismus von (X, A) in (¥,B) ist. 


1) Vgl. [11], Definition 5. 
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Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Ist umgekehrt f 0 x 
ein Homomorphismus, so ist f eine stetige’*) Abbildung und es gilt fiir jede auf 
einer offenen Teilmenge U von Y %-morphe Funktion g, daB die Funktion 
gofom auf a*(f-"(U)) A-morph ist. Aus der Definition der geringten 
Struktur 2/R folgt dann sofort, daB die Funktion g of (2/R)-morph auf 
ist. 

Korollar 1: (X,2) und (Y,B) seien zwei geringte Réiwme mit den Aqui- 
valenzrelationen R bzw. S. f sei ein Homomorphismus von (X, 2) in (Y, B), der 
mit den Aquivalenzrelationen R und S vertriiglich ist. Die durch f induzierte**) 
Abiildung {* von (X/R, A/R) in (Y/S, B/S) ist ein Homomorphismus. 

Beweis: gp: X ~ X/R und y: Y > Y/S seien die kanonischen Projektions- 
abbildungen (Homomorphismen). Dann gilt per definitionem: {* 0 m = po f. 
Da aber y und / und folglich auch y o f Homomorphismen sind, so ist nach 
Satz 2 die Abbildung /* ebenfalls ein Homomorphismus. 

Satz 3: f sei ein Homomorphismus von (X,%) auf (Y,B). R sei die Aqui- 
valenzrelation, die durch f(x’) = f(x’’), x’, x’ € X, gegeben ist. Es existiere ferner 
ein Homomorphismus s von (Y,B) in (X, A), so daB f o s die identische Ab- 
bildung von Y auf sich ist. Dann ist die durch f induzierte Abbildung {* von 
(X/R, A/R) auf (Y,B) ein Isomorphismus und s stellt einen Isomorphismus von 
B) auf (s(¥), dar. 

Beweis: Bezeichnen wir mit g die kanonische Projektion von (X, 2%) auf 
(X/R, A/R), so ist nach Satz 2 mit f = /* o m auch f/* ein Homomorphismus. 
y © 8 stellt ebenfalls einen Homomorphismus dar. Da /* und @ © s zueinander 
invers sind, so ist {* ein Isomorphismus. 


Die Injektion i: X ist ein Homomorphismus. Somit stellt 0 i 
eine eineindeutige homomorphe Abbildung von (s(¥),2(s(¥))) auf (Y,B) 
dar. Andererseits induziert der Homomorphismus s : (X, 2%) einen 
Homomorphismus von (¥, B) auf (s(¥), %(s(Y))), der wieder mit s bezeichnet 
werden soll. Da f © ¢ und s zueinander invers sind, so ist s ein Isomorphismus 
von (Y,%) auf (s(¥), A(s(Y))). 

Definition 9: (X, 2) sei ein geringter Raum und R eine Aquivalenzrelation 
auf X, p bezeichne die kanonische Projektion von (X, A) auf (X/R, A/R). Unter 
einem A-morphen Schnitt in (X, A) beziiglich der Relation R verstehen wir einen 
Homomorphismus s von (X/R, A/R) in (X, A), so daB p o 8 gleich der identischen 
Abbildung von X/R auf sich ist. 

Korollar 2: Jst s ein A-morpher Schnitt in (X, A) beziiglich der Relation R, 
so ist (X/R, °A/R) isomorph zu (X’, A(X’)) mit X’ = s(X/R)c X. 

Satz 4: R und S seien Aquivalenzrelationen auf dem geringten Raum (X, 2). 
R sei in S enthalten (R sei gréber als 8). S/R bezeichne die Quotientenrelation 

12) Siehe [2], §9, N° 2, Theorem 1. 

13) Siehe [2], § 9, N° 2, Corollaire. 


14) A%(s(Y)) ist die durch 2 auf natiirliche Weise induzierte geringte Struktur auf 
8(Y)c X. 
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auf dem Quotientenraum (X/R,A/R). Dann ist die kanonische™) Abbildung p 
des Quotientenraumes (X/S,2A/S) auf den Quotientenraum [(X/R)/(S/R), 
(21/R)/(S/R)] ein Isomorphismus. 

Beweis: p:(X,%) (X/R,Q/R), y:(X/R, AR) [(X/R)|( S/R), (2R)/(S/R)] 
und 2:(X, (X/S, 2/8) seien die kanonischen Projektionen. Die Ab- 
bildung p ist topologisch’®) und geniigt der Gleichung: p 0 2 = py © @. Mit p 
und @ ist auch y oO g ein Homomorphismus. Nach Satz 2 ist dann mit po z 
auch p ein Homomorphismus. p~' geniigt der Gleichung: 2 = p-'o wo @. 
Zweimalige Anwendung von Satz 2 ergibt, daB p-'o py und p- Homo- 
morphismen sind. p ist also ein Isomorphismus, wie behauptet wurde. 

Satz 5: R und T seien Aquivalenzrelationen auf dem geringten Raum 
(X,%). S=RoT*) sei wieder eine Aquivalenzrelation, dann sind die 
Quotientenriiume [(X/R)|(S/R), und (YT)(S/T)) 
zueinander isomorph. 

Beweis: Die beiden Quotientenriume sind isomorph zu (X/S, 2/8). 

Sind (X, 2) und (Y,%) zwei geringte Riume, so kann man auf dem 
Cartesischen Produkt X x Y (versehen mit der Produkttopologie) wieder eine 
geringte Struktur definieren’’). Sind U bzw. V offene Mengen in X bzw. Y, 
so bezeichne C(U x V) die Menge aller stetigen komplexwertigen Funktionen 
f(x, y) auf U x V, fiir die bei festem x, € U baw. yo € V gilt: f(x,y) € H°(V,Z) 
bzw. f(x, yo) H°(U, A). Zusammen mit den tiblichen Beschrankungshomo- 
morphismen definieren die C(U x V), wobei U und V alle offenen Mengen von 
X bzw. Y durchlaufen, eine geringte Struktur A x VG auf X x Y. 

R und S seien Aquivalenzrelationen auf X bzw. Y. p:(X,2) > (X/R, Y/R) 
und py: (Y, B) + (¥/S8, B/S) seien die kanonischen Projektionen. (21/R) (B/S) 
bezeichne die durch 2/R und %/S induzierte geringte Struktur auf (X/R) x 
x(¥/S). Wir behaupten nun, daB die Abbildung (9, (Xx Y¥,AxB)—> 
((X/R) x (¥/S), (2/R) x(B/S)) ein Homomorphismus ist. Es ist klar, dab 
(y, y) eine stetige Abbildung darstellt. Es bleibt nur noch zu zeigen, daB fiir 
alle (x, y) € X x Y die durch (¢, y) induzierte Zuordnung 


eine Abbildung in €;,,,) ist. Dabei sei zur Abkiirzung Ax GB=€ und 
(2/R) x (B/S)=C'  gesetzt. Wird reprasentiert durch eine 
Funktion fy, y¢ H°(U x V,€’), wobei U und V offene Mengen in X/R 
bzw. Y/S sind mit (g(x), p(y)) € U x V. Es gilt: 


ist fiir festes yj aus y~'(V) eine 2%-morphe Funktion in der Variablen x’ aus 
gy 1(U), da y fiir einen festen Wert der zweiten Variablen eine (A/R)-morphe 
Funktion der ersten ist. Entsprechend zeigt man, daB 

5) Vgl. [2], §9, N° 4, Proposition 3. 

16) x,,2,€ X stehen per definitionem genau dann in der S-Relation, wenn es ein 
x €X gibt, so daB x, Tx und x Rz, gilt. Im allgemeinen ist S keine Aquivalenzrelation. 
Vgl. [12]. 

1") Vgl. [7], Seite 275/276. 
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fiir festes 2 € p-1(U) eine G-morphe Funktion in der Variablen y’ ist. 
x Teprasentiert somit einen Funktionskeim aus €,,, y). 

Da die Aquivalenzrelation y) y;) = (@, y) Ye) auf X x gleich 
der Produktrelation R x S ist, so stellt die durch (gy, y) induzierte kanonische 
Abbildung 


y)/(R x S): x Y)/(R x 8), €/(R x S)] > [(X/R) x (¥/8), 


ebenfalls einen Homomorphismus dar. 

Die Abbildung (9, y)/(R x S) ist zwar eineindeutig und stetig, aber im 
allgemeinen nicht umkehrbar stetig'*). Sind dagegen R und S offene!*) Re- 
lationen, so stellt (g, y)/(R x S) eine topologische Abbildung dar). (R x 8) 
ist wieder eine offene Relation. Es gilt in diesem Fall dann auch: 

Satz 6: Sind R und S offene Aquivalenzrelationen auf den geringten Réiumen 
(X, A) bew. (Y,B), so ist die Abbildung: (, p)/(R S): ((X x Y)/(R x 8), 
(A x B)/(R x S)] [(X/R) x (¥/S), x (B/S)] ein Lsomorphismus. 

Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, daB [(q, y)/(R x S)}-' ein Homo- 
morphismus ist. Bezeichnen wir die kanonische Projektion von X x Y auf 
(X x Y)/(R x8) mit p, so gilt: (y,y)/(R x 8S)op=(9,y) oder [(g,y)/(R 
= Sei nun y) x Y, aus (€/(R x 80 ist 
also zu zeigen, daB fy (pO ist. Sei 
durch H°(p(U x V), €/(R x repvisentiert, wobei U x V_ eine 
offene, (R x S)-saturierte Teilmenge von X x ist. fo. ist 
dann per definitionem aus H°(U x V,€). x yy? ist 
eine in x p(V) eindeutig definierte komplexwertige Funktion, da f,,, 
eine (R x S)-invariante Funktion darstellt. Da die Abbildung (9, y) offen ist, 
so ist die Funktion :y) stetig. Es gilt: ply’)) 
=fy.v(2’, y’). Da yo) bei festem V aus H°(U, A) ist, so stellt 
fir den festen Wert der Variablen v= p(y’) eine 
(2i/R)-morphe Funktion in der Variablen u = y(zx’) dar. Entsprechend gilt, 
daB f, fiir festes uw») eine (B/S)-morphe Funktion in der Variablen v 
ist. ist also eine ©’-morphe Funktion auf x y(V). Der durch 
x erzeugte Keim fi, ist somit aus und es gilt: 
vy = (p © y)~*)- 

R sei eine Aquivalenzrelation auf dem geringten Raum (X, 2), 2 be- 
zeichne die kanonische Projektion von (X, 2) auf (X/R, A/F). Der durch 2a 
fiir jeden Punkt x ¢ X induzierte Ringhomomorphismus 27, : (2/F), ;,) > A, ist, 
wie zu Beginn dieses Abschnitts erwaihnt wurde, im allgemeinen kein Ring- 
isomorphismus auf Es gilt aber: 

Satz 7: Stellt R eine offene Relation auf dem geringten Raum (X, 2) dar, 
so sind die Abbildungen zx’, fiir alle x € X Ringisomorphismen von (A/R)_(.) in 

18) Siehe [2], Seite 90, Ubungsaufgabe 11. 
*) Eine Aquivalenzrelation R auf dem topologischen Raum X heiBt offen, wenn die 


kanonische Projektion 2: X — X/R offen ist. 
2°) Siehe [2], § 9, N° 8, Proposition 9. 
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Beweis: Um die Eineindeutigkeit der Abbildung 21: (2/R),;.,.>%, zu 
zeigen, nehmen wir an, daB der Keim f, ;,) € (2/R), durch 2’, auf 
aus 2, abgebildet wird, und beweisen dann, daB auch /,;,) gleich dem Null- 
element O,(,, aus (/R),(.) ist. besitzt einen Reprisentanten 
fw¢ H°(W,A/R), wobei W eine Umgebung von 2(z) ist. /,;,,0 7 =O, be- 
deutet nichts anderes, als daB fy-o a € H°(a~!(W), A) das Nullelement von 2, 
reprasentiert. Es gibt also eine Umgebung U c 2~1(W), so daB (fyo a) | U 
gleich dem Nullelement O,, € H®(U, A) ist. Da R eine offene Relation ist, so ist 
a(U) W offen und f,(~)= fw|a(U) reprasentiert ebenfalls /,;,). Es gilt 
= Og, a. h. ist gleich dem Nullelement O, aus H°(a(U),%/R). 

Wir wollen jetzt ein Kriterium dafiir angeben, wann die Abbildungen 
a, « € X, Ringisomorphismen von (A/R)_(,) auf (Ap), sind. 

Definition 10: R heiBt eine A-Relation auf dem geringten Raum (X, A), 
wenn R offen ist und wenn zu jeder R-invarianten, A-morphen Funktion fy, auf 
einer offenen Teilmenge U von X eine R-invariante, A-morphe Funktion hye ,(U) 
auf existiert, so dap hye,(v)! U = fy ist. Dabei ist die saturierte 
Hiille von U beziiglich der Aquivalenzrelation R. 

Es ist hierzu zu bemerken, daB die Fortsetzung he ,(U) von fr in #;(U), 
falls sie existiert, eindeutig bestimmt ist. 

Es gilt: 

Satz 8: Jst R eine A-Relation auf dem geringten Raum (X,°A), und be- 
zeichnet x die kanonische Projektion von (X, A) auf (X/R, A/R), dann gibt es zu 
jeder A-morphen, R-invarianten Funktion fy auf einer beliebigen offenen Teil- 
menge U von X vine (A/R)-morphe Funktion f(y, auf der Projektion 2(U) von U 
im Quotientenraum (X/R, A/R), so daB gilt: ma = fy. 

Beweis: / #,(U) 82 die eindeutig bestimmte 2%-morphe, R-invariante Fort- 
setzung von fy in #2(U). o a7! ist eindeutig definiert und 
stetig, da 2 offen ist. Es gilt: f,(,jo a = hye,(U): Per definitionem ist somit 
eine (%/R)-morphe Funktion auf 2(U). 

Als unmittelbare Folge von Satz 8 ergibt sich: 

Satz 8’: Ist R eine A-Relation auf dem geringten Raum (X, A), so sind die 
durch die kanonische Projektion 2: induzierten Ring- 
homomorphismen : (A/R)..(2) > A,, x € X, Ringisomorphismen auf (Ap), 

Beweis: Wir zeigen, daB jeder Funktionskeim /, € (%,), x € X, als 2),-Bild 
auftritt. sei reprisentiert durch eine R-invariante, 2-morphe Funktion 
auf einer Umgebung UV von z. Nach Satz 8 gibt es eine (21/R)-morphe Funktion 
fac auf 2(U), so daB a = fy. definiert einen Funktionskeim /, 
aus (2l/R)_(,) und es ist = fee 

Fiihrt man den Begriff des Urbildes*’) einer Garbe ein, so laBt sich Satz 8’ 
auch folgendermaBen formulieren : 

Satz 8”: Ist R eine A-Relation auf dem geringten Raum (X,°A) und be- 
zeichnet a die kanonische Projektion von (X,%) auf (X/R,A/R), so ist die 


#1) Siche (6) und [8]. 
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Urbildgarbe x~!(2/R) von A/R beziiglich der Abbildung x isomorph zur Garbe Ap 
von Keimen lokaler R-invarianter A-morpher Funktionen auf X. 


Im folgenden wollen wir uns nur noch fiir solche Relationen eines ge- 
ringten Raumes (X, 2%) interessieren, die durch Gruppen von Homéomor- 
phismen von X auf sich gegeben sind. 


Definition 11: Ist G eine Gruppe von Homéomorphismen des topologischen 
Raums X auf sich, so sollen zwei Punkte x’ und x'’ von X genau dann G-aqui- 
valent heiBen, wenn es ein Element g € G gibt, so daB x’ = g 0 x"' ist. Die durch 
die Gruppe G gegebene Aquivalenzrelation sei wieder mit G bezeichnet. 


Die saturierte Hille #,(A) einer Teilmenge A des topologischen Raumes X 
beziiglich der Homéomorphismengruppe @ ist nichts anderes als G 0 A := 
:= {g 0 a: (g, a) €G x A}. Ist A offen, so ist auch die saturierte Hiille #,(A) 
als Vereinigung der offenen Mengen g 0 A, g € G, wieder offen. Folglich stellt 
die Projektionsabbildung a: X + X/G@ eine offene Abbildung dar, d. h. die 
Aquivalenzrelation G ist offen. Es gelten also fiir die durch Homéomorphismen- 
gruppen gegebenen Aquivalenzrelationen die Satze 6 und 7 dieses Abschnitts. 


Definition 12: Unter einem Automorphismus eines geringten Raumes (X, A) 
verstehen wir einen Isomorphismus von (X, A) auf sich. 

Ks gilt: 

Satz 9: Hine Gruppe G von Automorphismen eines geringten Raumes (X, 2) 
stellt stets eine A-Relation dar. 

Beweis: Sei U eine offene Menge in X und f, eine %-morphe, G-invariante 
Funktion auf U. Fir jeden Punkt y aus #,,(U) gibt es eine Transformation 
g €G, so daB g(y) € U. Setzt man := fy(g(y)), so wird hierdurch 
eindeutig (d. h. unabhangig von der Wahl von g) eine G-invariante Funktion 
auf #,,(U) definiert mit der Eigenschaft, daB f #,(U) U = frist. Um zu zeigen, 
daB f #,(U) eine 2-morphe Funktion ist, tiberlegt man sich, daB jeder Punkt 
y © #,(U) eine Umgebung V c #,(U) besitzt, so daB fiir eine bestimmte 
Transformation g €@ gilt: g(V) Cc U. Da fy A-morph auf g(V) ist und g ein 
Automorphismus ist, so stellt f,(g(y’)), € V, per definitionem eine 2-morphe 
Funktion auf V dar. 


Fir Automorphismengruppen eines geringten Raumes gelten also speziell 
die Satze 8, 8’ und 8”. 

Zum AbschluB dieses Paragraphen sollen solche Automorphismengruppen G 
eines geringten Raumes (X, 2) studiert werden, die selber wieder eine geringte 
Struktur B besitzen. 


Definition 13: Unter einer geringten Gruppe (G,Z) verstehen wir eine 
topologische Gruppe G mit einer geringten Struktur B, so daB die Abbildung 


G-— G, die jedem Paar (9,, € G x G**) das Element g, © gz! zuordnet, 
ein Homomorphismus ist. 


22) G x G ist dabei mit der Produktstruktur S x ZB versehen. 


+ 
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Ist die geringte Gruppe (G, B) gleichzeitig eine Automorphismengruppe eines 
geringten Raumes (X, 2A) und ist die Abbildung ®: G x X*)-—+ X, gegeben durch 
®P : (g, x) +g © x, ein Homomorphismus, so sagen wir, dap (G,B) auf (X, A) 
strukturtreu operiert. 

Es gilt der folgende Satz: 

Satz 10: Operiert die geringte Automorphismengruppe (G,%) strukturtreu 
auf dem geringten Raum (X, A) und stellt R eine offene Aquivalenzrelation auf X 
dar, die gréber**) als G ist, dann operiert (G, B) auf natiirliche Weise auch struktur- 
treu auf (X/R, A/R). 

Beweis: Nach Korollar 1 induziert der Homomorphismus 


@D: (Gx X,Bx A) > (X, A) 
einen Homomorphismus 
@*: x X)/(1 x R), (B x A)/(1 x R)) > (X/R, A/R) . 


Da 1 x R eine offene Aquivalenzrelation auf G x X darstellt, so gibt es nach 
Satz 6 einen kanonischen Isomorphismus o von (@ x (X/R), B x (/R)) auf 
((@ x X)/(1 x R), (B x M)/(1 x R)). 


:= oa: (G x (X/R), B x (A/R)) > (X/R, A/R) 
ist folglich ein Homomorphismus. 

[x] bezeichne die Aquivalenzklasse aus X/R, in der x € X liegt, g sei ein 
Element aus G. Definiert man g © [x]p:= ®,(g, [x],), so stellt g beziiglich der 
Operation © einen Endomorphismus von (X/R, 2/R) dar. Aus der Vertrag- 
lichkeit von ® mit 1 x R und R folgt: 


g = (O* = Tax R= (P(g, Jr= [gO 


Daraus ergibt sich sofort, daB G beziiglich der Operation © eine Automor- 
phismengruppe von (X/R, 2/R) darstellt. Da ®, ein Homomorphismus ist, 
so operiert (@, G) strukturtreu auf (X/R, 2/R). 


§ 3. Quotienten komplexer Riume 
nach komplexen Lieschen Automorphismengruppen 


Ist X ein komplexer Raum mit der Strukturgarbe 2, dann sind nach 
unserer Terminologie die Automorphismen von (X, 2%) nichts anderes als die 
biholomorphen Abbildungen von (X, 2) auf sich. Es soll in diesem Abschnitt 
untersucht werden, unter welchen Bedingungen der Quotient eines komplexen 
Raumes (X, 2) nach einer Automorphismengruppe G wieder ein komplexer 
Raum ist, und zwar beziiglich der durch 2 induzierten geringten Struktur 2/G. 
Von H. Cartan wurde der folgende Satz bewiesen*®) : 


23) x X ist dabei mit der Produktstruktur versehen. 

Das heiBt die Abbildung G x X X ist mit den Aquivalenzrelationen 1 x R 
und R auf G x X bzw. X vertriglich. 

*5) Siehe [4], Theorem 1, und [5], Theorem 4. 
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Satz 11: Ist (X, 2) ein komplexer Raum und G eine Automorphismengruppe 
von (X, A), die auf (X, A) eigentlich diskontinuierlich operiert, dann ist der 
Quotientenraum (X/G, A/G) wieder ein komplexer Raum. Ist (X, A) normal, 
so auch (X/G, A/G). 

Dabei sagt man: 

Definition 14: Eine Gruppe G von Homéomorphismen eines topologischen 
Raumes X auf sich operiert eigentlich diskontinuierlich auf X, wenn folgende 
Bedingungen gelten: (a) Zwei nicht G-aquivalente Punkte x’ und x" aus X 
besitzen stets Umgebungen U’ bzw. U"’, so daB g(U') und U” fiir alle g €G 
disjunkt sind. (b) Jeder Punkt x € X besitzt eine offene Umgebung U , (invariant 
gegeniiber der Isotropiegruppe G,), so daB aus g €G, x €U,,g0x2' €U, folgt: 
g €G,. (c) Fiir jeden Punkt x € X ist die Isotropiegruppe G,, endlich. 

Im folgenden soll eine Verallgemeinerung des obigen Satzes fiir Quotienten 
komplexer Raume nach komplexen Lieschen Autemorphismengruppen be- 
wiesen werden. 

Eine topologische Gruppe L von Automorphismen eines komplexen Raumes 
(X, 2) heiBt eine komplexe Liesche Automorphismengruppe, wenn sie eine 
komplexe Struktur B besitzt, so daB gilt: (1) L, versehen mit der Struktur B, 
stellt eine komplexe Liesche Gruppe dar. (2) Die Abbildung ®: L x X > X, 
gegeben durch ®: (g, x) > g © x, ist holomorph. 

Als Verallgemeinerung des Begriffes der eigentlich diskontinuierlichen 
Automorphismengruppe definieren wir: 

Definition 15: Hine komplexe Liesche Automorphismengruppe L eines kom- 
plexen Raumes (X, A) operiert separabel auf (X, WA), wenn neben den Bedingungen 
(a) und (c) von Definition 14 noch gilt: 

(b') Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung U,, und es gibt eine durch x 
laufende analytische Menge s,7*) in U,, sowie eine Umgebung V, des identischen 
Automorphismus ¢ aus L, so daB folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. Durch die Zuordnung ® : (g, x’) +g © x’ wird V,x 8, biholomorph auf U, 
abgebildet. 

2. s, ist invariant gegeniiber der Isotropiegruppe L, und aus g CL, x’ €8,, 
g x €8, folgt: g L,. 

Gelten nur die Bedingungen (b') und (c), so wollen wir sagen, dap L schwach 
separabel auf X operiert. 

Es gilt der folgende Satz: 

Satz 12: L sei eine komplexe Liesche Automorphismengruppe eines kom- 
plexen Raumes (X, A). Operiert L separabel (bzw. schwach separabel) auf (X, 2), 
so ist der Quotientenraum (X/L,2A/L) wieder ein komplexer Raum (bzw. ein 
pseudo-komplexer Raum ). Ist (X,%) normal, so auch (X/L, A/L). 

Aus den Sitzen 1, 2 und 8 itber geringte Raume ergibt sich der folgende 
Zusatz zu Satz 12: 

Zusatz: A. Die kanonische Projektion a: (X,U) +> (X/L,A/L) ist eine 
holomorphe Abbildung. 


Versehen mit der durch 2 induzierten geringten Struktur 2 (s,). 


a 
= 
| 
| 
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B. Ist f, eine L-invariante hoiomorphe Funktion auf einer beliebigen offenen 
T'eilmenge U von X, so gibt es eine holomorphe Funktion f ,.~, auf der Projektion 
a(U) von U, 80 daB a = fy ist. 

C. Jede holomorphe Abbildung f:(X,U)>(¥Y,B) von (X,A) in einen 
komplexen Raum (Y, 3), die auf L-dquivalenten Punkten gleiche Werte annimmt, 
lapt sich durch x faktorisieren, d.h. es gibt eine holomorphe Abbildung 
{*: (X/L, A/L) + (Y, B), so daB f = f* ox. 

Es erweist sich als niitzlich, Satz 12 zunachst fiir eine spezielle Klasse von 
komplexen Raumen zu beweisen, nimlich die komplexen L-Raume®*’) tiber 
beliebigen komplexen Raumen (X, 2). Jeder komplexen Lieschen Gruppe L 
kann man auf folgende Weise eine Klasse von sogenannten L-Réiumen zu- 
ordnen. (X, 2) sei irgendein komplexer Raum, @ eine endliche Untergruppe 
von L und hk ein Gruppenhomomorphismus von G in die Gruppe B(X) aller 
Automorphismen von (X, 2%). Der Produktraum L x X sei mit der durch die 
komplexen Strukturen S und @ von L baw. X induzierten komplexen Struktur 
€=BxA versehen. Dann induziert jedes Element g¢€G einen Auto- 
morphismus t(g) von (L x X, €), der durch die Zuordnung 

t(g): (v, > (v og, (h(g)) © x), (v,z) €LxX, 
definiert ist. Die Abbildung t ist ein Isomorphismus von G in die Gruppe 
B(L x X) aller Automorphismen von (L x X, €). t(@) operiert eigentlich 
diskontinuierlich auf DL xX, da G endlich ist. Der Quotientenraum 
((L x X)/r(G@), €/r(G)) ist also ein komplexer Raum. Er ist normal, falls (X, 2) 
normal ist. Ein so gewonnener komplexer Raum soll komplexer L-Raum tiber 
dem komplexen Raum (X, 2) heiBen. 

Auf einem komplexen L-Raum ((L x X)/1(@), €/t(@)) operiert die kom- 
plexe Liesche Gruppe Z auf natiirliche Weise als komplexe Liesche Auto- 
morphismengruppe. Zunichst kann man jedes Element v’ ¢ L als einen Auto- 
morphismus von (LZ x X, €) interpretieren, und zwar durch die Vorschrift 
v': (v, 2) > (v’ ov, x). Da die Operationsabbildung y: L x (L x X) > L x X, 
gegeben durch y: (v’, v, x) > (v’ 0 v, x), holomorph ist, so stellt L beziiglich der 
Operationsabbildung y eine komplexe Liesche Automorphismengruppe von 
(L x X, €) dar. Fiir zwei Automorphismen wv’ ¢€ Z und t(g) € t(@) von (L x X, ©) 
gilt: 

(1) tig)ov' org). 


Folglich ist die Abbildung y mit den Aquivalenzrelationen 1 x t(@) und 
t(@) von L x(L xX) baw. L xX vertriglich. Nach Satz 10 operiert dann 
(L,%) auch strukturtreu auf ((L x X)/t(G), €/r(G)), d. h. (L, B) stellt eine 
komplexe Liesche Automorphismengruppe des komplexen Raumes 


((L x X)/x(@), 
dar. Die durch y induzierte Operationsabbildung 
ye: L x ((L x X)/t(@)) > (LZ x 
27) Vgl. [11], Seite 388. 
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kann durch 
pe: (v’, [v, > [v' 0», 
beschrieben werden, wobei [v, x],g) die Aquivalenzklasse aus (L x X)/r(@) 
bezeichnet, in der (v, x) € L x X liegt. 
Die holomorphe kanonische Projektionsabbildung 


(Lx X, ©) + ((L x X)/x(@), €/x(@)) 


ist offen und lokal eineindeutig, somit auch lokal topologisch. Da die Garbe 
€,(q@ der lokalen +(@)-invarianten, €-morphen Funktion auf L x X gleich € 
selbst ist und auf Grund von Satz 8’ die durch ¢ induzierten Ringhomo- 
morphismen ,): Ew, (v.2)€ Lx X, surjektive Ring- 
isomorphismen sind, so ist ¢ loka! biholomorph. 

Es sei noch angemerkt, daB h(G) als endliche Automorphismengruppe von 
(X, 2) eigentlich diskontinuierlich auf (X,2) operiert und somit (X/h(@), 
2/h(G)) wieder einen komplexen Raum darstellt. 

Es gilt: 

Satz 13: (L, %) set eine komplexe Liesche Gruppe und 

(X*, €*) := ((L x X)/x(G@), (B x 


ein komplexer L-Raum iiber dem komplexen Raum (X, A). Dann gilt: 

1. Der Quotientenraum (X*/L, €*/L) ist isomorph zum komplexen Raum 
(X/h(G), A/h(G)). 

2. Ist (X*, €*) normal, so auch (X*/L, €*/L). 

Beweis: Auf dem komplexen Raum (L x X, €), mit € = GB « A operieren 
die beiden Automorphismengruppen t(@) und L. Wegen Gleichung (1) ist 


t(@) o L= {r(g) 9 €G,v' ED} 
ebenfalls eine Automorphismengruppe von L x X. Bezeichnet man die durch 
die Gruppen 1(@), L und 1(@) o L gegebenen Aquivalenzrelationen der Reihe 


nach mit R, 7 und S, so gilt: Ro T = S, und Anwendung von Satz 5 ergibt 
dann die Isomorphie von 


x X)/R)/(S/R), (€/R)/(S/R)] 
und 
x X)/T)(S/T), (€/T)/(S/T)) . 
Einerseits ist 
((L x X)/R, = ((L x X)/x(@), €/x(G@)) 
und die Quotientenrelation S/R auf (ZL x X)/z(@) wird gerade durch die kom- 


plexe Liesche Automorphismengruppe L beschrieben. Andererseits ist die 
Produktstruktur € gerade so definiert, daB 


((L x X)/T, = ((L x X)|L, €/L) 


zu (X, 2) isomorph ist, und der Quotientenrelation S/T auf (L x X)/L ent- 
spricht auf X genau die durch die Gruppe h(@) gegebene Aquivalenzrelation. 
Damit ist Teil 1 von Satz 13 bewiesen. Teil 2 ergibt sich wie folgt. Aus der 
Normalitaét von (X*, €*) folgt sofort die Normalitaét von (L x X, €), da die 


4 
| 
4 
4 
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kanonische Projektionsabbildung @: (L x X, €) + (X*, €*) lokal biholomorph 
ist. Damit ist dann auch (X, 2) normal. Nach Satz 11 ist aber (X/h(G@), 2/h(@)) 
normal, falls (X, 2) normal ist. Der soeben bewiesene erste Teil von Satz 13 
besagt gerade, daB mit (X/h(G), 2/h(@)) auch (X*/L, €*/L) normal ist. 

Bevor wir uns dem Beweis von Satz 12 zuwenden, wollen wir einen Ab- 
bildungssatz?*) beweisen, der es uns gestattet, den Beweis von Satz 12 auf 
Satz 13 zuriickzufiihren. Es gilt: 

Satz 14: (X,2) sei ein komplexer Raum, auf dem die komplexe Liesche 
Automorphismengruppe (L,B) schwach separabel operiert, dann besitzt jeder 
Punkt x € X eine Umgebung W, mit folgenden Eigenschajten: 

1. W,, stellt eine beziiglich L saturierte offene Menge in X dar. 

2. Es gibt einen Isomorphismus y, von W, auf einen komplexen L-Raum. 

3. Es gilt stets: 00 = 9,00, 

Beweis: ®: (L x X, €) + (X, A) sei die holomorphe Operationsabbildung 
@: (v', x’) > v' o 2’. Dabei bezeichnet € die durch und A induzierte Produkt- 
struktur auf L x X. Nach Definition 15 besitzt jeder Punkt x ¢ X eine Um- 
gebung U,, mit einer durch x laufenden analytischen Menge (s,, 2(s,)), und es 
gibt eine Umgebung V, der Identitat ¢ aus L, so daB (V,x s,, €(V, 8,)) durch 
® biholomorph auf (U,,%(U,)) abgebildet wird. W, sei definiert als die 
saturierte Hiilk von U, beziiglich DL. Mit U, ist natiirlich auch W, offen in X. 
(L x 8,,€(L 8,)) wird durch lokal biholomorph auf (W,, 2(W,)) ab- 
gebildet, denn jeder Punkt (v’, x’) ¢ L x 8, besitzt eine Umgebung v’o V_» s,, 
die durch ® biholomorph auf v’ o U,.c W, abgebildet wird. 

Nach Bedingung (b’), 2. von Definition 15 ist s, invariant gegeniiber der 
Isotropiegruppe L, von x. Ordnen wir jedem g ¢€ L, den Automorphismus 
t(g): (v, x) > (vog,go 2x) von (L xs8,, €(L X8,)) zu, so erhalten wir eine 
endliche Automorphismengruppe t(L,) von (L x 8,, €(L x 8,)), die zur Bildung 
des komplexen L-Raumes (X*, €*): = [(Z x s,)/t(L,), €(L s,)/t(L,)] tiber 
dem komplexen Raum (s,, 2%(s,)) AnlaB gibt. Die Fasern der Abbildung 
®: L W, bestehen genau aus den 1(L,)-Aquivalenzklassen von L  s,. 
Einerseits ist namlich v’ 0 2’ = (v’o g~') (g 2’) fiir g € G, und (v’, 2’) 
Andererseits gilt fiir (v’, x’) und (v’’, aus L x 8, mit a’ = dab 
x’ = o 2” ist, wobei g:= v” wegen Bedingung (b’), 2. von 
Definition 15 zu L, gehért. Das besagt aber nichts anderes, als daB (v’, x’) 

2")mitg cL, O:(Lxs,, €(L x 8,))>(W,, A(W,)) induziert 
nach Satz 2 eine eineindeutige holomorphe Abbildung @*: (X*, €*) > 
(W,, A(W,)). Wegen der Offenheit der Abbildung ®: L x s,-—> W,, ist ®* 
topologisch. sei definiert als Um die Holomorphie von nachzu- 
weisen, geniigt es die Beschrankung ¢, von gp, auf v' o U,, v’ €L zu unter- 
suchen, denn {v’ o U,: v' € L} stellt eine offene Uberdeckung von W, dar. 
Gz ist aber holomorph, da die Beschrinkung @ von @ auf v’o V,x 8, biholo- 
morph ist und ¢, = 0 6" gilt. Dabei ist ¢ die kanonische holomorphe 
Projektion von (L x s,, €(Z x s,)) auf den komplexen L-Raum (X*, €*) iiber 


**) Vgl. [10], Satz 3, und [11], Satz 4 und Satz 5. 


424 Haratp Hoimann: 


dem komplexen Raum (s,, 2(8,)). Jeder Punkt z € W, 1aBt sich in der Form 
z=v'o 2’ mit (v’, 2’) €L Xs, schreiben. Die Abbildung p, kann somit durch 
die Zuordnung v' 2’ [v’, X* ausgedriickt werden. Zum Nach- 
weis der Identitét vo g,0v, v rechnet man einfach die beiden 
Seiten getrennt aus: (vo 2’)=v0 
(920 v) 0 (v’ 0 2’) = 0 0 2’) = [vo w’, 

Satz 12 14Bt sich nun mit Hilfe der Satze 13 und 14 leicht beweisen. 

Beweis zu Satz 12: 2: (X,%)>(X/L,A/L) bezeichne die kanonische 
Projektion. a(x), « € X, sei ein beliebiger Punkt aus X/L und W, eine saturierte 
Umgebung von z, die den Bedingungen von Satz 14 geniigt. Es gibt also eine 
biholomorphe Abbildung gy, von (W,, %(W,)) auf einen komplexen L-Raum 
(X*, €*), so daB gilt: vo w, = y, 0 v, v € L. L definiert in W,, eine Aquivalenz- 
relation R, und in X* eine Aquivalenzrelation R,. Da die Abbildungen ¢, und 
y;' mit R, und R, vertraglich sind, so induzieren sie einen Isomorphismus y* 
von (W,/R,, A(W,)/R,) auf (X*/R,, €*/R,). Nun ist aber W,/R, nichts anderes 
als die Umgebung 2(W,,) des Punktes a(x) € X/Z, und 2(W,)/R, ist auf natiir- 
liche Weise isomorph zu (2i/L) (2(W,)). Nach Satz 13 stellt (X*/R,, €*/R,) 
einen komplexen Raum dar. Somit ist die Umgebung (2(W,), (21/L) (~(W,))) 
des Punktes a(x) zu einem komplexen Raum isomorph. Bedingung (a) von 
Definition 14 ist aquivalent damit, daB der Quotientenraum X/L hausdorffsch 
ist. Folglich ist (X/L, 2/L) ein komplexer Raum. La®t man die Bedingung (a) 
fallen, ist (X/Z, 2/Z) nur ein pseudo-komplexer Raum. 

Da ein komplexer Raum, der den Voraussetzungen von Satz 12 geniigt, 
sich lokal wie ein komplexer L-Raum verhilt, so folgt aus dem zweiten Teil 
von Satz 13 sofort, daB (X/Z, M/Z) normal ist, falls (X, 2) normal ist. 

Unter den Voraussetzungen von Satz 12 erhalt man fiir L-invariante 
analytische Mengen in (X, 2) den folgenden interessanten Projektionssatz : 

Satz 15: (X, 2) set ein komplexer Raum und L eine komplexe Liesche Auto- 
morphismengruppe, die auf (X, A) separabel operiert. Ist N eine beziiglich L 
invariante analytische Menge in (X, 2), dann stellt N’ := a(N) eine analytische 
Menge in (X/L, A/L) dar. 2 bezeichnet dabei die kanonische Projektion von (X, 2) 
auf (X/L,A/L). N ist genau dann niederdimensional in X, wenn N’ in X/L 
niederdimensional ist. 

Beweis: Wegen Satz 14 geniigt es Satz 15 fiir komplexe L-Raiume zu be- 
weisen. Sei (L x X)/t(@) ein komplexer L-Raum**) tiber dem komplexen 
Raum X. ¢ bezeichne die kanonische Projektionsabbildung von L x X auf 
(LZ x X)/t(G@). p sei die kanonische Projektion von L x X auf die zweite Kom- 
ponente. L operiert auf (Z x X)/t(@) als Automorphismengruppe beziiglich der 
Operationsabbildung y* : (v, [v’, x’],(@) > [v © 0’, 2’],(q. Nach Satz 13 ist der 
Quotient von (Z x X)/t(@) nach L isomorph zum komplexen Raum X/h(@). 
a* bezeichne die hierdurch definierte holomorphe Projektionsabbildung von 
(L x X)/t(@) auf X/k(G). 2* laBt sich beschreiben durch die Zuordnung 


2°) Es werden die Bezeichnungen von Seite 421 verwendet. 
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[v’, 2’ > sei die kanonische Projektion von X auf X/h(G@). 
Es gilt dann: 2* 0 t@= ho p. 

Sei nun N eine L-saturierte analytische Menge in (Z x X)/t(@), dann ist 
t1(N) eine analytische Menge in L x X. L operiert auf Lx X durch die 
Operationsvorschrift y : (v, (v’, x’))—> (v o v’, 2’). Man rechnet sich sofort aus, 
daB @-1(N) beziiglich saturiert ist, d. h. @-'(N) sich schreiben in der 
Form L x M, wobei M eine analytische Menge in X ist. h(M) ist wegen der 
Eigentlichkeit von h eine analytische Menge in X/h(@). Es gilt nun: 


x*(N) = x* 0 = ho = A(M). 


Damit ist der erste Teil von Satz 15 bewiesen. Zum Beweis des zweiten Teiles 
ist zu zeigen, daB genau dann dim,(N) < dim,(X) fiir alle «€N, wenn 
dim,-(4(M)) < dim,-(X/h(@)) fiir alle x’ € X/h(G@). Das ergibt sich aber durch 
einfaches Ausrechnen. 


$ 4. Lokal eigentlich operierende Automorphismengruppen 


In diesem Abschnitt werden notwendige und hinreichende Bedingungen 
dafiir abgeleitet, daB eine komplexe Liesche Automorphismengruppe separabel 
(bzw. schwach separabel) auf einem komplexen Raum (X, 2) operiert, und 
zwar Bedingungen rein topologischer Natur. 

Ist X ein topologischer Raum und G eine topologische Gruppe von topolo- 
gischen Selbstabbildungen von X, so wollen wir im folgenden stets annehmen, 
daB G stetig auf X operiert, d. h. daB die Operationsabbildung ®: G x X + X, 
gegeben durch ®: (g, x) > g © 2, stetig ist. 

Definition 16: X sei ein lokal kompakter topologischer Raum. Eine topolo- 
gische Gruppe G von topologischen Selbstabbildungen von X operiert lokal eigent- 
lich (bzw. schwach lokal eigentlich) auf X, wenn jeder Punkt x € X eine Nachbar- 
schaft U ,, besitzt, so dap die Overationsabbildung ®:G x U,—+ X (bzw. ®:4* U,> 
H «(U,)*)) eigentlich ist. 

G operiert eigentlich, wenn die Abbildung ®: G x X — X eigentlich ist. 

Es gelten die folgenden Satze: 

Satz 16: X sei ein lokal kompakter topologischer Raum, G eine topologische 
Gruppe von topologischen Selbstabbildungen von X. 

1. Operiert G schwach lokal eigentlich auf X, so ist der Quotientenraum X/G 
ein T,-Raum. 

2. Operiert G lokal eigentlich auf X, so ist X/G wieder ein lokal kompakter 
(und damit auch hausdorffscher) Raum. 

3. Operiert G eigentlich auf X, so stellt X/G ebenfalls einen lokal kompakten 
Raum dar und die kanonische Projektionsabbildung 2: X — X/G ist eigentlich. 

Beweis: Einen Beweis zu Aussage 1 findet man in [11], Seite 386. Dort 
wird auch bewiesen, daB der Quotientenraum X/G hausdorffsch ist, falls @ 
lokal eigentlich operiert. Zum Beweis von Aussage 2 bleibt also nur noch zu 
zeigen, daB jeder Punkt x* aus X/G eine kompakte Nachbarschaft besitzt. 


30) # ,(U,) bezeichnet die saturierte Hiille von U, beziiglich G. 
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a bezeichne die kanonische Projektion von X auf X/G. x sei ein Punkt aus X 
mit a(x) = x*. Da X als lokal kompakt vorausgesetzt ist, besitzt 2 eine kom- 
pakte Nachbarschaft U. U*:= 2(U) ist dann eine kompakte Nachbarschaft 
von 2x*, da die Projektion z offen ist. 

Ad 3 geniigt es zu zeigen, daB die saturierte Hiille beziiglich G jeder kom- 
pakten Teilmenge K von X wieder kompakt ist*'). Hierzu beweisen wir zu- 
nachst, daB G kompakt ist. Da die Operationsabbildung ®: Gx X + X 
eigentlich ist, so liegt (x) fiir jeden Punkt 2 X kompakt in G x X. (x) 
umfaBt die Punktmenge {(g,g~'0 x):g¢€G}. Die kanonische Projektion 
0:G xX > G bildet also ®~'!(x) auf ganz G ab. G ist somit als stetiges Bild 
einer kompakten Menge wieder kompakt. Liegt nun K kompakt in X, so ist 
die saturierte Hille #,(K) = ®(G x K) als stetiges Bild einer kompakten 
Menge wieder kompakt. 

Satz 17: X sei ein lokal kompakter topologischer Raum, G eine topologische 
Gruppe von topologischen Selbstabbildungen von X. Die Gruppe G operiert genau 
dann lokal eigentlich auf X, wenn sie schwach lokal eigentlich auf X operiert und 
der Bedingung (a) von Definition 14 geniigt. 

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung folgt sofort aus Satz 16. 

Operiert nun umgekehrt G schwach lokal eigentlich auf X und ist Be- 
dingung (a) erfiillt, so besitzt jeder Punkt x €¢ X eine Nachbarschaft U,, so daB 
die Abbildung ®: G x U,> #,,(U,) eigentlich ist. Ohne Beschrankung der 
Allgemeinheit kénnen wir U, als kompakt annehmen. Wir behaupten zunachst, 
daB #,,(U,,) abgeschlossen in X ist. Sei nimlich y ein Punkt aus X — #,(U,), 
so gibt es zu jedem Punkt x’ ¢ U, Umgebungen V, ,. und V,, von y bzw. 2’, 
so daB V, 7 #,(V,-) leer ist. Unter den V,., x’ € U,, gibt es endlich viele 

m 
V ew u=l1,...,m, die ganz U, tiberdecken. Setzt man V, := Vy, 80 ist 


m m 
Vy U leer, folglich auch U Ver) 
t= 


= Vyn U H (Via, 


ist #,(U,) abgeschlossen in X. 

Wenn wir nachweisen, daB die Abbildung ®: G x U,— X eigentlich ist, 
so sind wir fertig. Sei nun K eine kompakte Menge in X, dann ist 
K*:= Ko #,(U,) als Durchschnitt zweier abgeschlossener Mengen von X 
wieder abgeschlossen in X, folglich als abgeschlossene Teilmenge der kompakten 
Menge K kompakt. U, war gerade so gewahlt, daB das Urbild beziiglich ® 
einer kompakten Teilmenge von #,(U,) kompakt in @ x U, ist, somit ist 
~1(K) = ®-1(K*) kompakt in x U,. 

Es werden nun einige — auch fiir das folgende wichtige — Beispiele von 
Transformationsgruppen, die lokal eigentlich (bzw. schwach lokal eigentlich) 
operieren, naher betrachtet. 

G sei eine lokal kompakte topologische Gruppe und G* eine abgeschlossene 
(und somit ebenfalls lokal kompakte) Untergruppe von G. G* operiert lokal 


81) Siehe [2], § 10, N° 10, Proposition 17. 


). X — #,,(U,,) ist somit als offen nachgewiesen. Folglich 
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eigentlich auf G durch Linkstranslation. Bezeichnet ®:G*xG—+G die 
Operationsabbildung (g,, 92) > 9, © g2, 80 gilt namlich fiir jede kompakte 
Nachbarschaft U, eines Elementes g von G, daB die durch Beschriankung von ® 
gewonnene Abbildung ©: G* x U, + G eigentlich ist. Stellt K eine beliebige 
kompakte Teilmenge von @ dar, so ist zu zeigen, daB @-1(K) kompakt in 
G* x U, liegt. Mit U, sind auch U7" und K o U7! kompakt. Da G* abge- 
schlossen in liegt, so ist auch G& := G* (K o kompakt. x U, liegt 
somit kompakt in G* x U,. Man rechnet sofort aus, daB ®-1(K) in GE x U, 
enthalten ist. d-1(K) ist somit als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten 
Menge wieder kompakt. 

((L x X)/t(@), €/r(G@)) sei ein komplexer L-Raum iiber dem komplexen 
Raum (X, 2). ZL operiert stetig sowohl auf LZ x X als auch (LZ x X)/t(@). Im 
ersten Fall ist die Operationsabbildung ®:Lx(Lx«X)>LxX durch 
(v, (v’, > (vo v’, x’) gegeben, im zweiten Fall 1aBt sich die Operations- 
abbildung yp: L x (L x X)/t(G@) > (L x X)/t(@) durch (v, [v’, > 
+ [vo v’, beschreiben. Es ist klar, daB L als Transformationsgruppe 
von L x X lokal eigentlich operiert. Es gilt sogar, daB fiir jeden Punkt 
(v', 2’) x X und jede kompakte Nachbarschaft W von (v’, die durch 
Beschrankung von ® gewonnene Abbildung @: L x W > L x X eigentlich ist. 
Wir zeigen nun, daB ZL auch als Transformationsgruppe von (L x X)/t(@) 
lokal eigentlich operiert. L x X (LZ x X)/t(G@) bezeichne die kanonische 
Projektion. [v’, x’],(q) sei ein beliebiger Punkt aus (L x X)/r(@) und W eine 
gegeniiber t(@) invariante kompakte Nachbarschaft des Punktes (v’, x’) €L x X. 
7(W) stellt dann eine kompakte Nachbarschaft von [v’, x’],(q dar. Wir be- 
weisen, daB die durch Beschrinkung von yw gewonnene Abbildung 
p:L x7(W) (Lx X)/t(G@) eigentlich ist. (1 x#) bezeichne die durch 
induzierte Abbildung L x (Lx X)> Lx (Lx X)/t(G@), die beziiglich der 
ersten Komponente wie die Identitét wirkt. Es gilt go (1 x fir 
alle (v, (v*, x*)) €L x W. Sei nun K eine kompakte Teilmenge von (L x X)/r(@), 
dann ist = (1 x #) o 6-0 ¢-1(K) kompakt in L x #(W), da und 
eigentliche Abbildungen darstellen. 

(X, 2%) sei ein komplexer Raum, auf dem die komplexe Liesche Auto- 
morphismengruppe LZ schwach separabel operiert. Dann besitzt nach Satz 14 
jeder Punkt x ¢ X eine saturierte Umgebung (W,, %(W,)), die zu einem kom- 
plexen L-Raum isomorph ist. Fiir jede kompakte Nachbarschaft W von z, 
die noch in W, liegt, ist somit die Operationsabbildung ®: L x W > 4, (W)C W, 
eigentlich. Z operiert also schwach lokal eigentlich auf X. Nach Satz 17 gilt 
dann: Operiert L separabel auf (X, 2), so operiert L auch lokal eigentlich auf X. 
Speziell gilt also: Operiert eine Gruppe G von Automorphismen des komplexen 
Raumes (X, 2) eigentlich diskontinuierlich auf X, so operiert G auch lokal 
eigentlich auf X. In gewisser Weise ist auch die Umkehrung hiervon richtig. 

Satz 18: (X, 2) set ein komplexer Raum und L eine Automorphismengruppe 
(versehen mit der diskreten Topologie) von (X, A). L operiert genau dann eigent- 
lich diskontinuierlich auf (X, 2), wenn L lokal eigentlich auf X operiert. 
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Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, daB aus dem lokal eigentlichen Operieren 
von L auf X die Bedingungen (a), (b) und (c) von Definition 14 folgen. Satz 16, 
Teil 2, besagt gerade, daB Bedingung (a) erfiillt ist. Nach Voraussetzung besitzt 
jeder Punkt x € X eine Nachbarschaft U,, so daB die Operationsabbildung 
®:LxU,-+X eigentlich ist. U, kann dabei stets kompakt gewaihlt werden. 
@-1(U,) ist dann kompakt in L x U,. O sei die kanonische Projektion von 
Lx X auf L. Somit stellt O o @-1(U,) eine kompakte Menge in L dar, d. h. 
90 o &'(U,) besteht aus endlich vielen Elementen. Da die Isotropiegruppe L, 
in o 1(U,,) enthalten ist, so ist sie stets endlich. Seien nun . . ., g, die 
Elemente aus 9 o @-'!(U,), die nicht in L, liegen, dann laBt sich eine Um- 


gebung U,, von x finden, so daB der Durchschnitt von U und 0, 


leer ist. 0, kann natiirlich stets invariant gegeniiber L, gewahlt werden. Die 
durch Beschriankung von ® auf L x 0, gewonnene Abbildung sei mit @ be- 
zeichnet. Es gilt: 0 @1(0,) ®"(U,). Da aber g,,...,g, nicht zu 
o &(0,) gehéren, so ist O o 1(0,) = L,. Das besagt gerade, daB® aus 
g €L, €0,,90 2 €0, folgt: g € L,. 

Wir sind nun in der Lage, die zu Beginn dieses Abschnitts angekiindigten 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen rein topologischer Natur dafiir 
anzugeben, daB eine komplexe Liesche Automorphismengruppe L separabel 
(bzw. schwach separabel) auf einem komplexen Raum (X, 2) operiert. Durch 
Satz 18 wird einem nahegelegt, den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 19: (X,) sei ein komplexer Raum und L eine komplexe Liesche 
Automorphismengruppe von (X,%), fiir die alle Isotropiegruppen L,, x € X, 
endlich sind. L operiert genau dann separabel (bzw. schwach separabel) auf 
(X, A), wenn L lokal eigentlich (bzw. schwach lokal eigentlich) auf X operiert. 

Der folgende Hilfssatz, dessen Beweis anschlieBend gegeben wird, laBt uns 
Satz 19 sehr rasch beweisen. 

Hilfssatz 1: (X, 2) sei ein komplexer Raum und L eine komplexe Liesche 
Automorphismengruppe von (X,°A), fiir die alle Isotropiegruppen L,, x €X, 
endlich sind. Dann besitzt jeder Punkt x € X eine Umgebung U,,, und es gibt eine 
durch x laufende analytische Menge (s,, A(s,)) von U,,, 80 da gilt: 

(1) Es gibt eine Umgebung V, der identischen Abbildung ¢ aus L, so dap 
V, x8, durch die Operationsabbildung ®: L x X + X biholomorph auf U, ab- 
gebildet wird. 

(2) s, ist invariant gegeniiber der Isotropiegruppe L,. 

Beweis zu Satz 19: Die Notwendigkeit der Bedingungen hatten wir schon 
nachgewiesen. Auf Grund von Satz 17 bleibt zu zeigen, daB L schwach separabel 
auf X operiert, wenn L schwach lokal eigentlich auf X operiert. Hilfssatz 1 
nimmt uns dabei die Hauptlast des Beweises ab. Man hat sich nur noch zu 
iiberlegen, daB U, und s, so gewahlt werden kénnen, daB aus g € L, 2’ €8,, 
go x’ €8, folgt: g € L,. Zunachst ist klar, da8 fiir eine L,-invariante offene 
Teilmenge (beziiglich der Relativtopologie) s* von s, mit x €s* gilt, daB 
V, x s* durch ® biholomorph auf eine Umgebung U* von x abgebildet wird. 
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Das gibt uns die Méglichkeit, die durch Hilfssatz 1 gegebene Umgebung U, 
von «x mit ihrer analytischen Menge s, noch zu verkleinern, und zwar so, daB 
die méglichen Verkleinerungen s¥ von s, eine Umgebungsbasis ©, des Punktes x 
auf s, darstellen. Nehmen wir einmal an, es gabe keine Umgebung s¥ ¢ ©,, 
fiir die aus g € L, x’ €8*,g0 2’ €8* folgt: g € L,. Dann gibt es gegen x kon- 
vergierende Folgen {z,: 2, €8,,v = 1,2,...}, 2, €a,,»=1,2,...} und 
eine Folge {g,: 9, € L}, so daB x} = g, c x, aber g, ¢ L, ist. Wir bringen dies zum 
Widerspruch mit der Voraussetzung, daB L schwach lokal eigentlich auf X 
operiert. s, sei so klein gewahlt, daB es in einer Nachbarschaft W, von z liegt, 
fir die ®:LxW,> #,(W,) eine eigentliche Abbildung darstellt. Da 
K = kompakt in #,(W,) liegt, so muB 
kompakt in L x W, sein. Dann ist aber auch 0 0 ®"(K) kompakt in L. 
@ stellt dabei die kanonische Projektion von L x X auf die erste Komponente 
dar. Wegen g, © x,= x, gehéren die Paare (g,, x,) zu ®-*(K), folglich ist 
{g,:v = 1,2,...} in der kompakten Menge 0 o @~'!(K) enthalten. Die g, 
besitzen also einen Haufungspunkt g in ZL. Ohne Beschrinkung der Allgemein- 
heit kénnen wir annehmen, daB die g, gegen g konvergieren. Es gilt dann: 
x= lima = lim O(g,, z,) =g 0 x, d.h. g ist ein Element aus L,. Fast alle 


Glieder der Folge {g,: v = 1, 2, . . .} liegen in der Umgebung V, 0 g vong € L,. 
Greifen wir ein solches g, heraus. Es lat sich in der Form g, = v, 0g mit 
v, € V,, aber v, + ¢, schreiben. Aus x} = g, © 2, ergibt sich dann: x} = v, 0 2}’ 
mit z}’ =g 0 x, €8,. Das steht aber im Widerspruch zur Eineindeutigkeit der 
Abbildung ®: V, x U,. 

Beweis von Hilfssatz 1: Nach einem Lemma**) von H. Cartan besitzt 
jeder Punkt x ¢€X eine gegeniiber der Isotropiegruppe L, invariante Um- 
gebung U, sowie eine komplexe Karte (U, gy) mit folgenden Eigenschaften: 
1. p(U) ist eine in einem Gebiet B eines komplexen Zahlenraumes C" analy- 
tische Menge, wobei g(x) = O ist. 2. Es gibt eine zu L, isomorphe Gruppe J" 
homogener linearer Transformationen des C*, die B und g(U) invariant lassen 
und deren Beschrankung J” auf g(U) gleich der transformierten Gruppe 
go L, © g ist. Da I endlich ist, kann man stets annehmen, daB J’ aus 
unitéren Transformationen besteht. 


Es gibt eine Umgebung W c B des Nullpunktes im ©", so daB die analy- 
tische Menge M := W sich darstellt in der Form M = M, UM,, 
wobei die M,, 1 < o S s, in W irreduzible analytische Mengen mit folgenden 
Eigenschaften sind**): 1. Die Darstellung M = M, U-++ UM, ist unverkiirz- 
bar, d. h. kein M,, 1 < o S 8, ist in der Vereinigung der tibrigen enthalten. 
2. Alle M,, 1 < o < 8, enthalten den Nullpunkt und sind dort irreduzibel. 
Es gilt ferner*): 3. Die nichtgew6hnlichen Punkte von M bilden eine analy- 
tische Menge N in W. Die Menge A,:= M,—(M,/7- N) der auf M, liegenden 

82) Siehe [5], Seite 98, Lemma 2. 

%3) Siehe [13], Seite 334, und [14], Seite 266. 

%) Siehe [7], Seite 256. 
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gewohnlichen Punkte von M ist zusammenhangend, wahrend die A,,1l <o<s, 
untereinander paarweise disjunkt sind. Die Vereinigung der A, ergibt gerade 
die Menge A = M — N der gewohnlichen Punkte von M. 

Vi c Lsei eine zusammenhiingende Umgebung der Identitat ¢ aus L, U'’c U 
eine Umgebung von € X, so daB x U’)c w*(M). Die Umgebung 
sei so klein gewahlt, daB sie eine komplexe Karte (V{, y) in einem komplexen 
Zahlenraum C* (q = komplexe Dimension von L) zulaBt. Man kann annehmen, 
daB y(e) = O ist. U’ kann so gewahlt werden, daB M’:= g(U’) eine in einer 
Umgebung W’c W des Nullpunktes analytische Menge darstellt, die dort die 
Darstellung M’ = Mi UM, mit MZ = W’ besitzt, wobei die 
in W’ irreduzibel sind. Natiirlich enthalten die M{, alle den Nullpunkt und sind 
dort irreduzibel. Die Menge A’ der gewéhnlichen Punkte von M’ zerfallt in die 
paarweise disjunkten, aber in sich zusammenhangenden Mengen Aj := A, W’. 

Durch die Zuordnung §* : (y, z) > D(y"(y), wobei y = (y,), 
x=1,...,q, und z= (z,), »=1,...,, Koordinaten des C* bzw. be- 
zeichnen, ist eine holomorphe Abbildung von w(V;) x M’ in M definiert. 
Es ist klar, daB dabei y(V.) x A’ in A abgebildet wird. Da aber die in sich 
zusammenhangenden Mengen y(V{) x Aj, 1 S o S 8, paarweise disjunkt sind, 
so gilt: F*(y(Vi) x Af) A, und damit auch F*(y(V2) x c M,. 

Die Abbildung %* 1a8t sich durch ein System auf y(V~) x M’ holomorpher 
Funktionen /f(y, z),...,/*(y, z) beschreiben. Es gibt folglich eine in 
y(Vi) x W’ enthaltene Polyzylinderumgebung Y¢ x Z" = {(y, z): |y,| <e’, 
jz,| << des Nullpunktes und dort holomorphe 
Funktionen /,(y, z), ..., fn(y, z), so daB f,(y, z) = fF (y,z), 1S » < n, fiir alle 
(y, z) € x (Z"r\ M’) ist. Die Funktionen (y, z), . . ., f,(y, z) definieren eine 
holomorphe Abbildung § von Y¢ x Z" in den C*. Wir behaupten nun, daB die 
Matrix F(y, z):= , e=1,...,¢; v=1,..., 2, far (y, 2) = (0, O) 
den Rang q besitzt. 

Durch die Zuordnung : y > (f,(y, O), . fn(y, O)) wird eine holomorphe 
Abbildung von in den definiert. Da f(y) = §*(y, O) fiir alle y € Y*, 
so ist wegen der Endlichkeit der Isotropiegruppen L,, x ¢ X, der Rang 
r,(y) := codim/—'(f(y)) stets gleich g. Sei andererseits o,(y) der Rang der 
Matrix F(y,O) und q’:= Max (o,;(y)), so muB in bis auf eine nieder- 

zeYe 


dimensionale analytische Menge S**) gelten: = q'. Nach einem Hilfssatz 
von R. REMMERT**) ist dann q’ = q. 

Es gibt einen Polyzylinder *¥* x*Y*, so daB die Zuordnung h: (y, y*) > 
p(y*(y) eine holomorphe Abbildung von *¥*x*Y¢ in Y¢ 
ergibt. 4 laBt sich durch ein System auf *Y¢ x*Y¢ holomorpher Funktionen 
hy (y, y*), -, gly, y*) beschreiben, wobei die Funktionalmatrix H (y, y*) := 
= , Ax=1,...,q, den Rang hat. AuBerdem sich 


35) § ist definiert als das simultane Nullstellengebilde aller q’-reihigen Unterdetermi- 
nanten von F'(y, 0). 
%) Siehe [13], Seite 348. 
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so klein wahlen, daB /(*¥*) c Z". Dann gilt f(h(y, y*)) = F(y, f(y*)) fiir allle 
(y, y*)€*Y* x*Y*. Daraus folgt: 
of (y, 
F(y,0) 0 H(y,0) = F(0, 0) 


Oz, 


oder 
Of,(y, 2) 
P(y,0) = (0,0) 0 H-(y,0). 
Das bedeutet jedoch: o;(y) < o,(O) fiir alle y €*Y*. Das kann aber nur sein, 
wenn 0,(0) = Rang(F(O, 0)) gleich q ist. 


Durch eine unitére Koordinatentransformation von Z" laBt es sich stets 
erreichen, daB F(O, 0) die Darstellung 


F(0,0 
(2) F(0,0) (7° 
besitzt, wobei der Rang d drati (Phy, 2) 
g der quadratischen Matrix P(y, z) =( 


x,v=1,...,q, fiir (y, z) = (O,O) gleich q ist. Setzt man F’ (y, z) = F(y, z) + 
+ (—GF(O, z)) fiir (y, z) € Y* x Z", so gilt wieder F' (y, z) = F*(y, z) fiir alle 
(y, z) € x (Z" M’). (y, z) besitzt die folgende Entwicklung nach y: 


(3) 
sei das in Z" gelegene (n—q)-dimensionale Ebenenstiick Z" 
{2:2 =+++=2_= 0}. Die Beschrankung von auf Y¢ x B"~¢ sei mit F 


bezeichnet. Die Funktionalmatrix F (y, 2) von Fy, 2 = (z.), 9=¢ + I,...,%, 
hat wegen (3) im Nullpunkt von Y¢ x £"~¢ die Gestalt: 


(4) F(0,0) = wes 


wobei E eine (n —gq)-reihige Einheitsmatrix darstellt. Da der Rang von 
PO, O) gleich q ist, so gilt: Rang(F (0, O)) = n. Sind Y¢ und £"~¢ klein genug 
gewahlt, so wird Y* x durch biholomorph auf ein Gebiet B’C WCC" 
abgebildet. Dabei geht Y* x D mit D:= E"~*r\ M’ iiber in eine in B’ analy- 
tische Menge A. £"~¢ stellt eine in B’ analytische Menge dar. Die in W ir- 
reduzible analytische Menge M,,1 < o & 8, zerfallt in B’ c W eventuell wieder 
echt. Es gibt aber eine Umgebung B” c B’ des Nullpunktes, so daB Mr B” 
in B” irreduzibel ist und Mvr B” sich als unverkiirzbare Vereinigung 
(M, BY’) B”) darstellt. Bezeichnen wir den Durchschnitt 
mit D,, so gilt fiir alle 2 € D, : dim;(D,) = dim(M{) + dim(£*~*) — 
—n= dim (M‘))—q oder dim < dim;(D,) + Setzt man d,: = Min dim;(D,), 
so gilt d,+q. Da aber 4,:= x D,) eine in B’ ent- 
haltene analytische Menge darstellt und ihre Dimension gleich dim(D,) + ¢ 
ist, so muB = dim(D,) + q 2d, + q sein. Daraus folgt: 
= dim(D,) + q=d, + q. D, ist also reindimensional und folglich auch A,. 
Da dim (A,) = dim(D,) + q = dim(M{) = dim(M,) und da M, B” irreduzibel 


in B” liegt, so muB A, B” gleich M,7\ B” sein. Wegen A = U A, und 
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M = M, stimmt auch mit B” iiberein. Wir wahlen nun eine 


Polyzylinderumgebung Y¢c ¥* des Nullpunktes und eine in £"~¢ gelegene 
Umgebung des Nullpunktes von so daB das Bildgebiet 
x 2) in B” enthalten ist. Mit D:= Don ist dann 

= x D) gleich B. 

U,:= ist somit eine Umgebung von x X und 8, := stellt 
eine in U, analytische Menge dar, so daB gilt: ® bildet V, xs, — mit 
V.:= y1(¥% — biholomorph auf U, ab. Damit ist Teil (1) von Hilfssatz 1 
nachgewiesen. 

Zum Beweis von Teil (2) haben wir nachzuweisen, daB En-« gegeniiber der 
endlichen unitéren Transformationsgruppe J" invariant bleibt. J” bestehe aus 


den Elementen A®, 9 = 1,...,r. Zerlegen wir A® in Teilmatrizen 
A® AY 
(5) A®:= (4 


wobei A{? und quadratische g- bzw. (n — q)-reihige Matrizen darstellen, 
so sind wir fertig, wenn wir nachweisen, da8 A{? und A gleich Null sind. 

Y% sei eine in enthaltene Poly Nullpunktes, so da8 
die Zuordnung k®: y= p(g, 0 yw" (y) mit g, 9=1,...,7, 
eine holomorphe Abbildung von Y% in ¥¢ darstellt. Dabei laBt sich k@ durch 
ein System auf holomorpher Funktionen k®(y), . .., beschreiben, 
wobei die Funktionalmatrix 

KO(y) (- ) 
den Rang q hat. Es gilt: 


(6) Fy, 0) = Fly, 0), 
wie man durch Einsetzen verifiziert. Hieraus folgt: 


K@(0) = A@o ( 28: 
oy, /y=0 dy, /y=0 


Da die Matrix ollie Gestalt ( ) besitzt, wobei 0) 


eine q-reihige quadratische Matrix vom Rang q ist [s. Gl. (2)], so ergibt sich: 


P(0,0 A® [(F(0,0 


Aus (7) folgt: 0 = AY o P(O, O) oder A = 0. Da A® unitar ist, so muB auch 
A® = O sein. 

“Satz 19 gestattet die interessante Folgerung: 

Satz 20: (X,2) set ein komplexer Raum und L eine kompakte komplexe 
Liesche Automorphismengruppe von (X,%), wobei alle Isotropiegruppen L,, 


P(O,0) 
O 


| 
| 
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x €X, endlich sind, dann ist der Quotientenraum (X/L, U/L) stets ein komplexer 
Raum. Ist (X, A) normal, so auch (X/L, A/L). 

Beweis: Es braucht nur gezeigt zu werden, daB eine kompakte Auto- 
morphismengruppe L von (X, 2%) stets lokal eigentlich auf X operiert. Man 
wahle einfach zu jedem Punkt x € X eine kompakte Nachbarschaft U,, dann 
ist die Abbildung ®: L x U, + X eigentlich. 


§ 5. Folgerungen und Anwendungen 


Satz 14, der in gewisser Weise eine Verallgemeinerung des Cartanschen 
Abbildungssatzes*’) darstellt, 1aBt einige Verschirfungen**) zu, wenn man sich 
auf komplexe Liesche Automorphismengruppen beschrankt, die echt operieren. 

Definition 17: Eine Gruppe G von topologischen Selbstabbildungen eines 
topologischen Raumes X operiert echt auf X, wenn alle Isotropiegruppen G,, 
x € X, aus der Identitét allein bestehen. 

Definition 18:*°) Lin komplexer Raum X mit einer holomorphen Projektions- 
abbildung 1: X-> Y von X auf einen komplexen (bzw. pseudo-komplexen) 
Raum Y heift ein komplex- (bzw. pseudo-komplex) analytisches Faserbiindel 
iiber Y mit F als typischer Faser und L als Strukturgruppe, falls gilt: 

(1) F ist ein komplexer Raum und L eine komplexe Liesche Automorphismen- 
gruppe von F, die auf F effektiv operiert. 

(2) Y besitzt eine offene Uberdeckung U = {U,: + €T}, und es gibt biholo- 
morphe Abbildungen h,: 1-!(U,) + F x U,, die fiir jedes u € U, die Faser 2~*(u) 
auf F x u abbilden. 

(3) Zu jedem Paar i,j €I mit U,;:= U; + 9 gibt es g,,¢ L,), 
so dap die Abbildung h,;:=h,o x U,,;> F x die Form (f, u) > 
(9;;(u) Of, u) besitzt. Dabei stellt '(U;;, die Gruppe der holomorphen Ab- 
bildungen von U;,; in L dar. 

Es gilt die folgende Aussage : 

Satz 21: (X, 2) sei ein komplexer Raum, auf dem die komplexe Liesche Auto- 
morphismengruppe L echt und lokal eigentlich (bzw. schwach lokal eigentlich) 
operiert, dann ist (X, 2) holomorph dquivalent zu einem komplex- (bzw. pseudo- 
komplex-) analytischen Prinzipalfaserbiindel mit L als typischer Faser und 
Strukturgruppe, und zwar iiber dem komplexen (bzw. pseudo-komplexen) Raum 
(X/L, U/L) als Basis. 

Beweis: Fiir den komplexen Raum (X,2) mit der kanonischen holo- 
morphen Projektion z von (X, 2) auf den komplexen (bzw. pseudo-komplexen) 
Raum (X/D, 2/L) sind die Bedingungen (1)—(3) von Definition 18 nachzu- 
weisen. 

Bedingung (1) ist erfiillt, da ZL durch Linkstranslation effektiv auf sich 
operiert. 

Ad Bedingung (2) machen wir uns klar, daB unter der Voraussetzung, 
daB L echt auf X operiert, Aussage 2 von Satz 14 in der folgenden verscharften 
Siehe [1], [3] und [10]. 

88) Siehe auch [11], Satz 9. 

3%) Siehe [9]. 
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Form gilt: Es gibt einen Isomorphismus gy, von W, auf das Cartesische 
Produkt L x s,, wobei s, eine durch x laufende analytische Menge in W,, ist. 
Die Umkehrabbildung W, ist dabei nichts anderes als die 
Operationsabbildung @: (v’, x’) > v’ o 2’. 

Auf Grund der Aussage 3 von Satz 14 induziert gy, eine biholomorphe Ab- 
bildung y, von U,:= 2(W,) auf s, mit y, 0 7 = p, O @,, wobei p, die kano- 
nische Projektion von L x s, auf die zweite Komponente bezeichnet. {U,,: 2 ¢X} 
ist eine offene Uberdeckung von X/L. Die Zuordnung : (v, x’) (f, u) := 
:= yz! (2’)) stellt eine biholomorphe Abbildung von L x s, auf L x U, 
dar. h,:= 7, © 9, bildet somit W, = 2~1(U,) biholomorph auf L x U, ab. 
Man rechnet nun sofort aus, daB h, o a~"(u) fiir alle wu € U, gerade gleich 
Lxu ist: h,o *(u) = Gz) O (yz! O pz" O yz) (u) = O pz! O (u) 
= 4.(L x p,(u)) = xu. 

Ad Bedingung (3) zeigen wir, daB die Abbildung h,,0 hz}: L x U 
+ Lx falls Us, Uz, + 9 ist, die folgende Form besitzt: 


(8) h,,0 (f, U) > (Ge,2,(u) f, u), 


wobei g,,2,: Uz,2,-> Ldie holomorphe Abbildung g,,,.: [9 © y,,(u)}> 
darstellt. O ist dabei definiert als die Projektion von L xs, auf die erste 
Komponente. Der Beweis ergibt sich durch einfaches Ausrechnen: 


= %2,0 (80 Ge, Ye, Px, © Pr, 
= 0 92,0 pe, f, O Px, (%)) 
= Gr,2,(¥) Of, u). 


Die letzte Gleichung ergibt sich daraus, daB L x u durch h,.0 hz} auf L xu 
abgebildet wird. 

Satz 12 14Bt sich fiir den Fall, daB (X, 2) eine komplexe Mannigfaltigkeit 
darstellt und die komplexe Liesche Automorphismengruppe L echt auf X 
operiert, folgendermaBen verscharfen, wie man dem Beweis von Satz 12 sofort 
entnimmt. 

Satz 24: (X, 2) sei eine komplexe Mannig/faltigkeit und L eine komplexe 
Liesche Automorphismengruppe von (X, A). Operiert L echt) und lokal eigentlich 
(bzw. schwach lokal eigentlich) auf X, so ist der Quotientenraum (X/L, A/L) 
wieder eine komplexe Mannigfaltigkeit (bzw. pseudo-komplexe Mannigfaltig- 
keit). 

Als Beispiel kann man den Quotientenraum L/H einer komplexen Lieschen 
Gruppe L nach einer abgeschlossenen komplexen Lieschen Untergruppe H 
betrachten. H operiert namlich durch Linkstranslation echt und lokal eigentlich 
auf L, wie wir gesehen hatten. 


4°) LaBt man diese Bedingung fort, so stellt der Quotientenraum (X/L, 2/L) im all- 
gemeinen nur einen normalen komplexen Raum dar. 
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(X, 2) sei ein komplexer Raum und LZ eine komplexe Liesche Auto- 
morphismengruppe von (X, 2%). (X*,o) bezeichne die eindeutig bestimmte 
Normalisierung von (X, 2%). Nach Aussage d) von §1 l4Bt X* genau eine 
normale komplexe Struktur A%* zu, so daB die Abbildung o : (X*, A*) — (X, A) 
holomorph wird. 

Jeder Automorphismus v € LZ induziert in eindeutiger Weise einen Auto- 
morphismus v* von (X*, 2*), und zwar so, daB gilt: 


(9) voe=e0r. 


Mit (X*, 0) stellt namlich auch (X*, v o o) eine Normalisierung von (X, 2) dar. 
Nach Aussage d) von §1 gibt es dann eine topologische Selbstabbildung v* 
von X*, so daB v 0 9 = 9 0 v* ist. Bezeichnet N die Menge der nichtgewéhn- 
lichen Punkte des komplexen Raumes (X, 2), so stellt v* per definitionem 
einen Automorphismus von (X* — e~1(N), 2*(X*— 9-1 (N))) dar. Nach Satz 22 
und dem Korollar zu Satz 15 von [7] ist v* dann ein Automorphismus von 
ganz (X*,2*). Die Menge aller so gewonnenen Automorphismen v* von 
(X*, 2*) bildet eine zu L isomorphe Gruppe L*, wie man sofort sieht. 

L* \aBt sich auf natiirliche Weise wieder als komplexe Liesche Gruppe auf- 
fassen. Die Operationsabbildung ®*: L* x X*-— X* ist per definitionem 
holomorph auf L* x (X* — o~1(N)), nach den Satzen 15 und 22 von [7] dann 
auch auf ganz L* x X*. Folglich stellt Z* eine komplexe Liesche Automor- 
phismengruppe von (X*, 2(*) dar. 

Wir denken uns die Normalisierung (X*, 0) eines komplexen Raumes 
(X, 2) stets mit der eindeutig bestimmten normalen komplexen Struktur 2* 
versehen und schreiben hierfiir (X*, 2*),. Es gilt die folgende Aussage: 

Satz 25: Hine komplexe Liesche Automorphismengruppe L eines komplexen 
Raumes (X, 2) operiert genau dann lokal eigentlich (bzw. schwach lokal eigent- 
lich) auf X, wenn dasselbe fiir die zu L kanonisch isomorphe Automorphismen- 
gruppe L* der Normalisierung (X*, A*), von (X, A) gilt. 

Beweis: L operiere lokal eigentlich auf X, d. h. zu jedem Punkt x € X gibt 
es eine Umgebung U, so daB die Operationsabbildung ® : L x U + X eigentlich 
ist. Es geniigt dann zu zeigen, daB auch die Operationsabbildung ®* : L x U*+ X* 
mit U*:= 9~1(U) eigentlich ist. 7 bezeichne den kanonischen Isomorphismus 
von L* auf L. 7 x @ stellt dann eine eigentliche Abbildung von L* x U* auf 
Lx U dar. Aus Gleichung (9) folgt: 


(10) 90 D* = D(n xo). 


Sei nun K* kompakt in X*, dann gilt fir := ®*-1(R) 
= (®*-10 0-1) o(K*) = (9 0 (o(K*)) ist kompakt in L* x U*, da 
o(K*) kompakt in X ist und 9 o ®* = Mo (n x @) eine eigentliche Abbildung 
von L* x U* in X darstellt. ®*-1(K*) liegt abgeschlossen in ®*—1(R) und ist 
somit ebenfalls kompakt. 

Operiert umgekehrt L* lokal eigentlich auf X*, so gibt es zu jedem Punkt 
x* €X* eine Umgebung U*, so daB die Abbildung ®*: L* x U* + X* 
eigentlich ist. Es geniigt wieder zu zeigen, daB fiir U = 9(U*) die Abbildung 
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®:LxU > X eigentlich ist. Es gilt wieder 9 0 O* = Po (y x 0). Sei nun K 
eine kompakte Teilmenge von X, dann ist ®-!(K) = x (9 
kompakt in L x U. (9 o ®*) stellt nimlich eine eigentliche Abbildung von 
L* x U* in X dar, so daB (9 o ®*)-"(K) kompakt in L* x U* und folglich 
auch (7 @) ®*)-1(K) kompakt in L x U ist. 

Fiir den Fall des schwach lokal eigentlichen Operierens lauft der Beweis 
ganz analog. 

Es gilt ferner: 

Satz 26: (X, 21) seit ein komplexer Raum, (X*, A*), seine Normalisierung. 
Die komplexe Liesche Automorphismengruppe L von (X,%A) operiere lokal 
eigentlich auf X und alle Isotropiegruppen L,, x € X, seien endlich. L* bezeichne 
die zu L kanonisch isomorphe Automorphismengruppe von (X*, A*). Dann ist 
(X*/L*, A*/L*) ein normaler komplexer Raum, und es gibt eine holomorphe 
Abbildung o' von (X*/L*, A*/L*) auf den komplexen Raum (X/L, A/L), so dap 
a* gilt und sind dabei die kanonischen Projektionsabbil- 
dungen von (X, 2) bzw. (X*, 2*) auf ihre Quotienten nach L bzw. L*). 
(X*/L*, A*/L*),, stellt die Normalisierung von (X/L, U/L) dar. 

Beweis: (X*/L*, U*/L*) ist nach den Satzen 12, 19 und 25 ein normaler 
komplexer Raum. Wir zeigen nun, daB die holomorphe Abbildung 2 © @ von 
(X*, A*) auf (X/L, 2/L) mit der auf (X*, 2*) durch L* gegebenen Aquivalenz- 
relation vertraglich ist. Sei = v* o af, X*, v* L*, dann ist wegen 
Gleichung (9): (70 = Ov*)0 2¥ = = (x09) 0 Es 
gibt also nach Zusatz C zu Satz 12 eine holomorphe Abbildung 0’ :(X*/L*, 
A*/L*) (X/L, A/L), so dab 


(11) zO0=0' 


ist. Es bleibt noch nachzuweisen, daB (X*/L*, A*/L*),, die Normalisierung von 
(X/L, A/L) ist. Wir zeigen zuerst, daB 9’ nirgends entartet und eigentlich ist. 

Unter Benutzung der Gleichungen (9) und (11) rechnet man leicht aus, daB 
[x], = {[z*],: ist. Dabei bezeichnen [x], bzw. [x*],+ die 
durch x¢ X bzw. x*¢ X* reprisentierten Aquivalenzklassen aus X/L bzw. X*/L*. 
Aus der Endlichkeit von o~'(x) folgt, daB auch o’~"[x], endlich ist. Um die 
Eigentlichkeit von 0’ zu zeigen, wihle man irgendeine kompakte Teilmenge R 
in X/L. Da a offen ist, gibt es eine kompakte Teilmenge K in X, so daB 
a(K) = &. Dann ist K* = 9~!(K) kompakt in X* und R* := 2*(K*) kompakt 
in X*/L*. Unter Benutzung von (10) und (11) rechnet man dann sofort aus, 
daB o’—1(R) = R* ist. 

Bezeichnet N die analytische Menge der nichtgewohnlichen Punkte von 
(X/L, A/L), so soll nun gezeigt werden, daB 9’~1(N) den normalen komplexen 
Raum (X*/L*, A*/L*) nirgends zerlegt. Hierzu haben wir nur nachzuweisen, 
daB N’:= 9’—1(N) in X*/L* niederdimensional ist“), d. h. daB dim,-(N’) < 
< (X*/L*) fiir alle x’ N’. Da fiir alle # N gilt: dim;(N) < dim;(X/L), 
so ist nach Satz 15 auch fiir alle x € : dim, < dim, (X). Ebenso 


"1) Siehe [7], Seite 257, Satz 6. 
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gilt: dim,+(o-to <dim,-(X*) fir alle Da 
a-1(N) = a*-10 9'-1(N) = a*-1(N’) ist, so folgt aus Satz 15: 
(N’) < dim,,(X*/L*) fiir alle x’ € N’. 

t bezeichne die Beschrankung der Abbildung 0’ auf (X*/L*) — N’. Es bleibt 
nur noch zu beweisen, daB t eine topologische Abbildung von (X*/L*) — N’ auf 
(X/L) —N ist. N bezeichne die analytische Menge der nichtgewdhnlichen 
Punkte von (X, 2). Da N gegeniiber LZ invariant ist und fiir alle x ¢€ N gilt: 
dim, (N) < dim,(X), so ist nach Satz 15 auch 2(N) eine niederdimensionale 
analytische Menge in (X/L, 2/L). Wie eben schlieBt man, daB o’~'(a(N)) 
= 2* eine niederdimensionale analytische Menge in (X*/L*, 2*/L*) 
darstellt. Da die durch Beschrinkung von @ gewonnene Abbildung 6 : X* — 
—o-1(N) + X — N topologisch ist, so gilt dasselbe fiir die durch Beschriankung 
von 9’ gewonnene Abbildung 0’ : (X*/L*) — a* 0 o~!(N) > (X/L) — a(N). Die 
Beschrankung von auf (X*/L*) — (N’ Ua2* 1(N)) erweist sich somit als 
topologische Abbildung t, : (X*/L*)— (N’ a(N)) > (X/L)—(N Ua(N)). 
t, bezeichne die Umkehrabbildung von t,. Da 2(N) — (a(N) 4 N) eine nieder- 
dimensionale analytische Menge in (X/L) —N darstellt und da sich die identische 
Selbstabbildung 0’ t, von (X/L) —(N  2(N)) trivialerweise zur identischen 
Selbstabbildung von (X/L) — N fortsetzen laBt, so kann t, auf Grund von 
Satz 2 aus [7] eindeutig zu einer stetigen Abbildung von (X/L)—WN in 
X*/L* — N’ fortgesetzt werden. Fiir die mit ¢ bezeichnete Fortsetzung von t, 
gilt: Zot und tof sind identische Selbstabbildungen von (X*/L*)— N’ 
bzw. (X/L) — N, denn die Beschriankungen von / 0 t bzw. t 0 # auf die dicht in 
(X*/L*) — N’ baw. (X/L) — N liegenden Mengen (X*/L*) —(N’ a(N)) 
baw. (X/L) —(N  2(N)) sind identische Selbstabbildungen. Damit ist dann 
gezeigt, daB t eine topologische Abbildung von (X*/L*)— N’ auf (X/L) —N 
darstellt. 

Es sollen hier einige Anwendungen der bisher entwickelten Theorie gebracht 
werden. Aus Satz 6 z. B. folgt sofort: 

Satz 27: L’ und L"’ seien lokal eigentlich**) operierende komplexe Liesche 
Automorphismengruppen von komplexen Riéiumen (X', A’) bew. A’). Die 
Isotropiegruppen L',, a’ €X', und seien alle endlich. Dann ist 
x (W’ x x ein zu [(X'/L’) (X"/L"), (A’'/L’) x 
holomorph dquivalenter komplexer Raum. 

Als Anwendung von Satz 27 beweist man sehr leicht den bekannten Satz, 
daB die Quotientengruppe einer komplexen Lieschen Gruppe nach einem ab- 
geschlossenen komplexen Lieschen Normalteiler L, von L wieder eine kom- 
plexe Liesche Gruppe ist. Nach Satz 24 ist nimlich L* := L/L, eine komplexe 
Mannigfaltigkeit. Die Verkniipfungsabbildung g: L x L> L mit g: (v, v2) > 
> v, © vy! ist mit der Relation LZ, x LD, auf L x L und der Relation L, auf L 
vertraglich und induziert nach Korollar 1 eine holomorphe Abbildung von 
(L x L)/(L x Ig) auf L/L, und nach Satz 27 dann eine holomorphe Abbildung 
g* : L* x L* + L* mit g* : (v?, > vf o v¥—. 

#2) Hier wie im folgenden lassen sich analoge Aussagen fiir schwach lokal eigentlich 
operierende Automorphismengruppen formulieren. 
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Satz 28: L sei eine komplexe Liesche Automorphismengruppe des komplexen 
Raumes (X, 2). L operiere lokal eigentlich auf X und alle Isotropiegruppen L,, 
x €X, seien endlich. Dann operiert auch jede abgeschlossene komplexe Liesche 
Untergruppe L, von L lokal eigentlich auf X, d.h. auch (X/Lp, A/L,) ist ein 
komplexer Raum. 

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es zu jedem Punkt x € X eine Nachbar- 
schaft U,, so daB die Operationsabbildung ®: L x U, > X eigentlich ist. Wir 
behaupten, daB auch die durch Beschrinkung von ® gewonnene Abbildung 
®,: L, x U, > X eigentlich ist. Sei K eine kompakte Teilmenge in X, dann ist 
kompakt in L x U,. Da abgeschlossen in ®-1(K) liegt, so ist 
auch ®5!(K) kompakt. 

Satz 29: Die Voraussetzungen seien dieselben wie in Satz 28. AuBerdem sei 
noch angenommen, daB L, ein Normalteiler von L ist. Dann stellt L* = L/L, eine 
komplexe Liesche Automorphismengruppe des komplexen Raumes (X/Lo, U/L) 
dar. L* operiert lokal eigentlich auf X/L,, und alle Isotropiegruppen L*., x* € 
€ X/L, sind endlich. Die beiden komplexen Riume (X/L, A/L) und [(X/L,)/L*, 
(2/L,)/L*] sind holomorph dquivalent. 

Beweis: ®: L x XX bezeichne die holomorphe Operationsabbildung. 
® ist mit den Relationen LZ, x L, und L, von L x X bzw. X vertriglich, 
induziert somit eine holomorphe Abbildung von (L x X)/(L,) x Ly) auf X/L, 
und nach Satz 27 dann auch eine holomorphe Operationsabbildung ®* : L* x 
x X/L,—> X/I,. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem Punkt ¢X eine 
Nachbarschaft U,, so daB die Operationsabbildung ®: L x U, > X eigentlich 
ist. 2: X - X/L, bezeichne die kanonische Projektionsabbildung. Wir haben 
zu zeigen, daB die durch @® induzierte Abbildung ®* : L* x 2,(U,) > X/L, 
eigentlich ist. Sei nun K kompakt in X/Z,, dann gibt es wegen der Offenheit 
der Abbildung za, eine kompakte Menge K’ in X, so daB 2,(K’) = K ist. 
@~'(K’) ist nach Voraussetzung kompakt in L x U,. Folglich liegt auch 
(p X a») 0 O-'(K’) kompakt in L* x a,(U,). Dabei ist p die kanonische Pro- 
jektion von ZL auf Z*. Man rechnet nun leicht aus, daB ®*-!(K) = (p x a) « 
o @-1(K’) gilt, wodurch die Eigentlichkeit von ®* bewiesen ist. Um die 
Endlichkeit der Isotropiegruppen L*., 2* € X/L,, zu zeigen, braucht man nur 
auszurechnen, daB L*. = po L, ist, wobei x ein Punkt aus 291!(2*) ist. Die 
Isomorphie von (X/L, 2/L) und ((X/L,_)/L*, (A/L,)/L*) ergibt sich sofort aus 
Satz 4. 

Ist LZ wieder eine komplexe Liesche Automorphismengruppe eines kom- 
plexen Raumes (X, 2), dann stellt die Zusammenhangskomponente L, von L, 
die die Identitat von L enthialt, stets einen Normalteiler von LZ dar. Operiert L 
lokal eigentlich auf X, und sind alle Isotropiegruppen L,, x € X, endlich, dann 
operiert L* := L/L, auf Grund der Satze 18, 28 und 29 eigentlich diskon- 
tinuierlich auf dem komplexen Raum (X/J, %/L,). Der Quotientenraum 
(X/L, U/L) laBt sich dadurch bestimmen, daB man erst den Quotienten von 
(X, 2) nach einer zusammenhangenden komplexen Lieschen Automorphismen- 
gruppe LZ, und dann hiervon den Quotienten nach einer eigentlich diskon- 
tinuierlichen Automorphismengruppe L* bildet. 
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Unter den Voraussetzungen von Satz 27 kann man zeigen, daB L’ x L” 
eine komplexe Liesche Automorphismengruppe von (X’ x X’’, 2’ x Q’’) dar- 
stellt, die lokal eigentlich auf X’ x X”’ operiert und fiir die alle Isotropiegruppen 
x 2") x X", endlich sind. Es soll hier nur bewiesen 
werden, daB L’ x L” lokal eigentlich auf X’ x X” operiert. Zu jedem Punkt 
a’’) € X’ x X” gibt es Nachbarschaften U, und U,., von 2’ bzw. so 
daB die Operationsabbildungen : L’ x X’ und L” x U,..> X” 
eigentlich sind. Es geniigt zu zeigen, daB die Operationsabbildung 


x (L’ x L”) x (Uy x Uy) X’ x X” 


eigentlich ist. Sei K kompakt in X’ x X’’, dann gibt es kompakte Mengen K’ 
und K” von X’ bzw. X”’, so daB K c K’ x K”. Da @’=1(K’) und @”-1(K”’) 
kompakt in L’ x U,, bzw. L” x U,,, sind, so ist (®’ x ®")-1(K’ « K"’) kompakt 
in (L’ x x (U,-x Somit ist auch x als abgeschlossene 
Teilmenge von x ®’’)-1(K’ x K”) kompakt. 

Sei nun L eine komplexe Liesche Gruppe und seien fh, : L > L’, hy: L > L” 
Homomorphismen*) mit endlichem Kern von L auf L’ bzw. L’’, dann ist durch 
die Zuordnung (h, hg) : v > (A, (v), Ag(v)) ein Homomorphismus von JL in 
L'x L" gegeben, wobei D:= (h, xh.) (ZL) eine abgeschlossene komplexe 
Liesche Untergruppe von L’ x L” darstellt. D heiBt eine Diagonale von 
L' x L’’. Auf Grund von Satz 28 gilt dann: 

Satz 30: (X,,%,;), i= 1,2, seien komplexe Riume und jeweils lokal 
eigentlich operierende komplexe Liesche Automorphismengruppen von (X,, 2;), 
fiir die alle Isotropiegruppen L®, x, €X,, endlich sind. Dann operiert jede 
Diagonale D von L® x L®) lokal eigentlich auf X, x X,, und alle Isotropie- 
gruppen € X, x X_ sind endlich. ((X, x X,)/D, (A, x Ay)/D) sist 
wieder ein komplexer Raum. 

Man sieht sofort, wie sich Satz 30 verallgemeinert, wenn man den Index # 
von | bis  laufen laBt. 
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Zur Klassifizierung meromorpher Funktionen auf 
Riemannschen Flachen 


Von 
Horst Tietz in Miinster (Westf.) 


Die Arbeit beschaftigt sich mit der systematischen Untersuchung solcher 
meromorphen Funktionen, fiir deren Partialbruchreihen man keine konvergenz- 
erzeugenden Summanden bendtigt. 

Auf einer Riemannschen Flache X ist dafiir zunachst der Begriff des Haupt- 
teiles, als einer globalen Funktion mit einem Pol, zu prazisieren: das geschieht 
in § 2, und zwar relativ zu einem fest gewahlten Elementardifferential 
(Analogon zum Cauchykern a in der Ebene) ; diese Auswahl ist willkiirlich, 
da im allgemeinen nicht durch Einbettung von X in eine kompakte Riemann- 
sche Flache die Méglichkeit zu einer natiirlichen Normierung des Elementar- 
differentials besteht, wie es fiir X = € der Fall ist. Die Frage der Konvergenz 
der Hauptteilsumme, fiir deren Teilsummen wir in Satz 1 eine grundlegende 
Integralformel erhalten, erfordert die Angabe der Art, wie X durch Teilgebiete 
ausgeschépft wird: obgleich auf gewéhnliche Folgen trivialerweise zuriick- 
fiihrbar, diirfte der Begriff der Moore-Smith-Folge hierfiir die adaquate Sprech- 
weise liefern. Diesen Dingen ist § 3 gewidmet. 

In § 4 wird gezeigt, daB es zu vorgegebenen Polen und Polordnungen stets 
meromorphe nullstellenfreie Funktionen mit konvergenter Hauptteilsumme 
gibt. Dieser Satz fiihrt dann (§ 6) zu dem Ergebnis, daB sich jede meromorphe 
Funktion als Produkt einer ganzen mit einer meromorphen Funktion der be- 
trachteten speziellen Art schreiben 1aBt. Man kommt also gewissermaBen fiir 
die Partialbruchzerlegung statt mit unendlich vielen konvergenzerzeugenden 
Summanden mit der Abspaltung eines konvergenzerzeugenden Faktors aus. 
Dies Resultat erweitert das Ergebnis der klassischen Cauchyschen Methode der 
Partialbruchentwicklung auch im Fall X = C; dieses kann namlich so aus- 
gesprochen werden, da8B man mit Polynomen als konvergenzerzeugenden 
Faktoren gerade diejenigen meromorphen Funktionen erhalt, deren konvergenz- 
erzeugende Summanden Polynome beschrankter Ordnung sind. 

Die hier untersuchten meromorphen Funktionen stehen in engem Zu- 
sammenhang mit denjenigen in der Nahe des idealen Randes von X holo- 
morphen Differentialen, die dort (also in einem nicht-kompakten Teil von X) 
eine Cauchysche Integraldarstellung besitzen: dann und nur dann, wenn die 
Perioden der Produkte einer meromorphen Funktion mit jedem dieser Diffe- 
rentiale bei der betrachteten Ausschépfung konvergieren, konvergiert die 
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Hauptteilsumme von / kompakt auBerhalb der Pole. Der in § 4 gegebene 
Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf ein Resultat von H. G. Trmumann, das 
wir auf eigene Weise noch einmal herleiten. 


§ 1. Aigebraische Hilfsmittel 


X sei eine nicht-kompakte Riemannsche Flache. Mit G bezeichnen wir 
Normalgebiete in X, das sind relativ kompakte Gebiete, deren Komplement 
X — G keine kompakte Komponente enthilt’). 

(X —G), M'(X —G) seien die linearen Raiume der in X —G mero- 
morphen, A(X —G), #'(X —G) die linearen Réiume der dort holomorphen 
Funktionen bzw. Differentiale. 

Zu je endlich vielen Elementen aus diesen Raumen gibt es eine abge- 
schlossene Teilmenge A von G, so daB sie in G— A noch holomorph fortsetzbar 
sind. Insbesondere kann man zu f €.#(X — G), dq € #’(X — G) in G ein zum 
Rand von @ homologes endliches System @ von Wegen finden, derart, daB 


a f f d@ existiert. Da dies Integral nicht von der Wahl von w abhangt, ist 


es eine Bilinearform auf den Réiumen &(X — G) und M' (X — G), die wir mit 
<f, d bezeichnen. 

Nach H. Bennke und K. Stern [1] gibt es auf X Elementardifferentiale in 
zwei Veranderlichen. Wir wéhlen ein Elementardifferential fest aus und be- 
zeichnen es mit dF (y, z); es ist in y ein — bis auf den einfachen Pol z vom 
Residuum Eins — holomorphes Differential auf X und in z eine — bis auf den 
einfachen Pol y — auf X holomorphe Funktion. 

Wird dF (y, z) bei festem z nur als Differential in y betrachtet, so schreiben 
wir dafiir dF,. Fiir jede Wahl von G und z ist dF, € #' (X — G@). Man kann 
daher fiir MH(X — G) bilden und erhilt damit in Abhéngigkeit von z 
eine Funktion auf X. Diese ist holomorph sowohl in G als auch in X — G. Die 
analytischen Fortsetzungen dieser holomorphen Komponenten bezeichnen wir mit 
L;f bew. —L%f. Es gibt eine abgeschlossene Menge A in G, derart, daB in 
G—A die drei Funktionen /, Lgf, L¢f erklart und holomorph sind. Der 
Residuensatz ergibt die dort giiltige Beziehung 


(1) f= Lef + Lif, 


die folglich auch zwischen den meromorphen Fortsetzungen besteht. Wegen 
— G) und Lief € #(X — G@) ist also auch Lgf — G). Lg und 
sind somit nach (1) komplementare Endomorphismen von .# (X — @): 


(2) L,+ (Identitat) . 
Der in G giiltige Cauchysche Integralsatz ergibt ferner 
(3) Lg Lg = 9; 


1) In einer anderen gebrauchlichen Terminologie (vgl. [1]) heiB®t das: ,,@ liegt ganz im 
Inneren von X“ und ,,@ ist relativ-einfach zusammenhangend“. 
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L, und Lé sind also komplementiire Projektionen von  (X — G@) auf die Bild- 
unterraéume ; insbesondere folgt aus (2) und (3) auch 


(4) LI, =090 
und 
(5) Lg. 


Behauptung 1: Aus €.#@(X —G), g € M(X —G), f—g holomorph in G, 
Leg = 9 folgt g = Lif. 
Beweis: Es gilt Lg(g — Lf) = 0 wegen (4) und 


— Lif) = Lé(g —f) + Lef = 0 


wegen (1) und (3). Damit folgt aus (1) die Behauptung. 

Analoge Projektionen werden durch dF in den Réumen .#'(X — G) der 
Differentiale erzeugt: Wir betrachten dazu dF (y, z) bei festem y als Funktion 
in z und schreiben dafiir dF; es gilt ,d F € &#(X — G) fiir jedes G und jedes y. 
Folglich kann <(,dF, d ~)g gebildet werden fiir jedes € (X — G). Dieser 
Ausdruck ist in G und in X — G je ein holomorphes Differential, deren analy- 
tische Fortsetzungen wir mit — Li dq bzw. bezeichnen. Ly und 
sind komplementire Projektionen von ’' (X — @). 

Lediglich durch Vertauschung der Integrationen beweist man die 

Behauptung 2: Li* ist beziiglich der betrachteten Bilinearform zu L¢ 
adjungiert, d. h. 


(6) (Lef,d = Le d fiir alle MH(X —G@) und dy M'(X—G). 
Entsprechendes gilt fiir Li, und Lf. 


§ 2. Partialbriiche meromorpher Funktionen 

Wir betrachten nun auf X meromorphe Funktionen; ihre Gesamtheit 
sei 

Der Hauptteil, den eine meromorphe Funktion an einer Polstelle z, be- 
sitzt, ist zunichst nur lokal definiert. Globale Funktionen, die lediglich in z) 
auf die gewiinschte Weise singular werden, sind zahlreich vorhanden: sie unter- 
scheiden sich untereinander um beliebige ganze — d. h. tiberall holomorphe — 
Funktionen. Einen Hinweis, wie man eine wohlbestimmte unter ihnen als 
geeignet auszeichnen kann, gibt der Fall X = C der schlichten Zahlenebene: 


1 
Hier sind ,,Hauptteile bei z9‘ Polynome in ———; sie sind von allen Funk- 


tionen gleichen singularen Verhaltens durch ihr Verschwinden im Unendlichen 
ausgezeichnet. Diese letztere Eigenschaft, die sich auf nicht-kompaktifizier- 
bare Riemannsche Flachen X nicht unmittelbar iibertrigt, laBt eine fiir diesen 
Zweck brauchbarere Formulierung zu, wenn man als ausgezeichnetes Elemen- 


tardifferential dF den Cauchykern 
Funktion g verschwindet genau dann im Unendlichen, wenn Leg = 0 gilt. 
Da wir im allgemeinen Falle auf X das Elementardifferential dF fest ge- 


wahlt haben, gelangen wir somit zu folgender 


benutzt: eine in C — G holomorphe 


| 
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Definition 1: f sei meromorph und z, € X eine Polstelle von f. Eine mero- 
morphe Funktion g heiBt dF-Hauptteil von f in z, wenn f —g in 2 holomorph 
ist und Lag = 0 gilt fiir jedes Normalgebiet G, das z, enthiilt. 

Behauptung 3: Es gibt genau einen dF-Hauptteil von f in z. Er wird durch 
Lis, f gegeben, wenn der einzige Pol von f in G, ist. 

Beweis: a) f — L%,f = Lg,f ist in z, holomorph. Ferner ist Lé,f in X — {zp} 
holomorph; fiir jedes G mit z¢@ ist also L,L%,f = Lg, = 0 nach (4). 
L%,f ist folglich dF-Hauptteil von f in zp. 

b) g sei dF-Hauptteil von f/ in z. Wegen g = L&g fiir jedes G mit z ¢ G 
ist g in X — {zy} holomorph. Ist also z, der einzige Pol von f in Go, so ist f/—g 
in G, holomorph; aus Behauptung | folgt also g = L% /. 

Ebenfalls aus Behauptung 1 ergibt sich nun der 

Satz 1: Die Funktion f sei auf X meromorph. Fiir ein beliebiges Normal- 
gebiet G ist Léf die Summe der dF-Hauptteile von f in G. 


Bemerkung: Auf dieser Integraldarstellung fiir die Summe der Haupt- 
teile beruht im Falle X = € die klassische Cauchysche Methode der Partial- 
bruchzerlegung?). 


§ 3. Meromorphe Funktionen mit konvergenter Partialbruchzerlegung 


Wir untersuchen jetzt das Konvergenzverhalten der Summe der d F-Haupt- 
teile LZ meromorpher Funktionen f/ in Abhangigkeit von G. Zu diesem Zweck 
betrachten wir ausschépfende Systeme © von Normalgebieten G; ein solches 
System ist eine durch Inklusion auf natiirliche Weise gerichtete Menge: mit G, 
und G@, ist G,\U G, relativ-kompakt, und da G ausschépft, gibt es folglich ein 
G, € G, das G, und G, umfaBt. Ist f ¢. M und G gegeben, so stellt also das 
Funktionensystem {Léf}¢-@ eine Moore-Smith (M.8.)-Folge dar. 

Definition 2: f mit der Polstellenmenge ay gehért zur Klasse 5, wenn 
die M-S-Folge {Li f}ace in X — ay kompakt konvergiert; sie gehért zur Teil- 
klasse A%, wenn f selbst die Grenzfunktion ist. 

Diese Klassen bestehen also, kurz gesagt, aus denjenigen meromorphen 
Funktionen, fiir deren Partialbruchdarstellung bei geeigneter Ausschépfung 
keine konvergenzerzeugenden Summanden erforderlich sind. 

Behauptung 4: € gilt genau dann, wenn die M-S-Folge 
X kompakt konvergiert; die Grenzfunktion ist eine ganze Funktion auf X ; f € X#% 
gilt genau dann, wenn diese verschwindet. 

Beweis: Sei / € #g. Mit {L&/} ist wegen (1) auch {Lg/} in X — a, kompakt 
konvergent. Die Konvergenz findet sogar in X statt, und zwar kompakt. Sei 
nimlich K ein kompakter Teil von X, so gibt es ein G,€@ mit KC G, und 
folglich eine K umschlieBende Jordankurve w Cc G,, die zu a, punktfremd ist; 
da nun {Lf} auf w gleichmaBig konvergiert und da Lf fir G>G, in G, 
holomorph ist, gilt jede fiir die L,f auf w giiltige Abschaitzung erst recht auf K. 
— Die tibrigen Aussagen der Behauptung sind evident. 


Vgl. etwa [3*], S. 168 ff. 


= 
° 
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Behauptung 5: Bezeichnen wir den Raum der ganzen Funktionen mit #7, 
so gilt 
Ks = KH 


Beweis: Sei f € #¢ und y, € # die Grenzfunktion von {Lgf}g-6. Wegen 
Le(f — v7) = Lef — yy konvergiert dann {Lg(f— y,)}ece gegen Null. Nach 
Behauptung 4 ist also f— y,€ mithin #% + #. Da ferner fiir 
y €# stets Lg y = y gilt, ist Hg und HE =0. 

Trivial ist die 

Behauptung 6: Wenn wir die Menge aller Normalgebiete mit G, bezeichnen, 
so gilt 


Die Konvergenz beziiglich G, ist also die starkste. Fiir sie gilt die wegen der 
Aquivalenz von absoluter und unbedingter Konvergenz evidente 
Behauptung 7: f habe die Polstellen z, mit den dF-Hauptteilen h;(i=1,2,...). 
Genau dann, wenn Sh, auf X — x, absolut-kompakt konvergiert, gehért f zu 
KH 
§ 4. Funktionen in % mit vorgegebenen Polen 


Satz 2: Zw beliebigen sich in X nicht hiiufenden Stellen z; und natiirlichen 
Zahlen n,;(i = 1, 2, 3, . . .) gibt es in HY, eine Funktion f, deren Pole die Stellen z; 
mit den Ordnungen n, sind. 

Beweis: U;, i = 1, 2,3,..., seien paarweise disjunkte normale Parameter- 
umgebungen der z,; und © = {G,,G,,...} eine solche Ausschépfungsfolge von 
X, daB G;_,c G; und U,c G;— G,_, (es sei G, = 9) fiir alle i gilt. Ist 7; (mit 
t,(z;) = 0) lokaler Parameter in U;, so setzen wir zunichst 

= *=1,2,3,..., 
und 
= 1, wy: = sup {| (2)|,2€G,.}, 2,3,.... 
Sodann bilden wir 


1 


Fir i= 1,2,3,..., 


und erhalten in der Grenzfunktion f der in X— /z,, z,, . . .} kompakt konver- 
genten Reihe ¥'h; eine meromorphe Funktion mit den geforderten Polord- 
nungen. Da 3’h, in U; holomorph ist, gilt ferner 
= hy 

wegen (5). Nach Behauptung 3 ist also A; der dF-Hauptteil von / in z;, unddaher 
gilt f € #, nach Behauptung 7; f ¢ #{% folgt schlieBlich aus Definition 2. 

Satz 3: Es gibt in #6, eine Funktion, die den Forderungen von Satz 2 
geniigt und auBerdem auf X nullstellenfrei ist. 

Den Beweis dieses Satzes stiitzen wir auf folgenden 

Hilfssatz: y, und y, seien zwei ganze Funktionen auf X ohne gemeinsame 


Nullstellen; dann gibt es eine solche ganze Funktion y 3, dap nirgends 
verschwindet. 
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Beweis: y, besitze die Nullstellen z,; der Ordnungen n, (i = 1, 2,3, .. .). 
Da y,(z,;) + 0 ist, sind simtliche Zweige von log y, in z; holomorph. y, sei eine 
ganze Funktion, die an jeder Stelle z; je einen Zweig von log y, bis zur Ordnung 
n,— 1 interpoliert*). e” interpoliert dann y, ebenfalls an allen Stellen z; bis 
zur Ordnung n;— 1, so daB also 

wieder ganz ist. y,+ 7, y3= e”* ist nullstellenfrei. 
Hiermit ergibt sich unmittelbar der 
Beweis von Satz 3: Sei /,€ #%, eine Funktion nach Satz 2. Es gibt nach 


[2] ganze Funktionen y, und y, ohne gemeinsame Nullstellen, so daB f,= - 
2 
ist. Zu y, und y, sei y; gemaB dem Hilfssatz gewahlt. Dann ist 


f:=fot 
eine meromorphe Funktion mit den geforderten Polen und ohne Nullstellen, 
die nach Behauptung 5 zu 4, gehort. 
Es sei erwahnt, da8 nicht geklart werden konnte, ob das Problem von 
Satz 3 sogar in #%, gelést werden kann. 


§ 5. Duale Kennzeichnung der Konvergenzklassen 


Die Konvergenzklassen % und #% stehen in enger Beziehung zu den- 
jenigen Differentialen, die in der Nahe des idealen Randes von X eine Cauchy- 
sche Integraldarstellung (beziiglich dF’) besitzen : das sind — wegen L;,**? = Li.*— 
die zur Menge 

ols (X — G@) 


gehdrenden Differentiale. 

Dieser angekiindigte Zusammenhang beruht auf einem Dualitatssatz von 
H. G. Trritmann‘*); wir formulieren diesen Satz in der fiir uns brauchbaren 
speziellen Form und geben fiir diese einen funktionentheoretischen ad-hoc- 
Beweis. 

Lemma von TILLMANN: G sei ein Normalgebiet der nicht-kompakten Riemann- 
schen Fliche X. Durchléuft der Index 1 die gerichtete Indexmenge J, so konvergiert 
die M-S-Folge {f,},-y von in G holomorphen Funktionen f, genau dann kompakt 
in G, wenn fiir jedes dp € Li* #’(X —G) die M-S-Zahlenfolge {<f,,dp) ghey 
konvergiert. 

Beweis: DaB die Bedingung notwendig ist, ist trivial. DaB sie auch hin- 
reicht, ist nicht so einfach zu sehen. Jedenfalls folgt aus ihr zuniachst die 
Konvergenz von {f,},-y in G@: fiir z€@ ist naémlich (Cauchysche Integral- 


% Die Existenz einer solchen Funktion folgt aus den von H. Fuorack [2] bewiesenen 
Existenzsitzen: danach gibt es eine meromorphe Funktion y, die oe den z; solche Pole 


besitzt, daB (mit dem jeweils ausgewahlten Zweig von logy,) y — 8% dort holomorph 


ist; = 72 leistet das Gewiinschte. 
4) Vgl. [4]. 


ae y 

i 

— 

5 

yy 

=" 


@ 
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formel!) 

(7) Li* dF,= dF, Li* #'(X —G@) 

und daher speziell 
{hs ahicr= Obes 


konvergent. Auf die Kompaktheit der Konvergenz kann nach dem Satz von 
Vira geschlossen werden, wenn feststeht, daB die Funktionenfamilie {/,},- 
auf jedem kompakten Teil von @ gleichmaBig beschrinkt ist. Das ist aber 
tatsichlich der Fall, wie wir jetzt indirekt beweisen wollen. 
Es sei also K ein solcher kompakter Teil von G, daB die Menge der Zahlen 
m,:= sup |/,(z)| unbeschrinkt ist. Zu jedem «¢€J gibt es ein z,€ K, so daB 


m,= If, (z,)| ist. An diesen Stellen betrachten wir auBerdem die wegen der 
Konvergenz von {/,(z), z € G},-, endlichen Zahlen M,:= sup |/,(z,)|; offenbar 


gilt m,= M, fiir jedes « € J. Es gibt also in J eine solche Folge ¢,,(m = 1,2,3,...) 
von Indizes und eine monotone Folge natiirlicher Zahlen k,,, daB 


(8) m, < M, < n=1,2,3,... 


gilt; die Folgen m,, und M,, sind also insbesondere monoton. Wir bilden nun 


(9) dy(y)= ly, 

Es gibt ein Normalgebiet G, mit K C G,c G,c G@, und dF (y, z) ist — bei irgend- 
einer Fixierung der lokalen Parameter — fiir (y,z) € Ky K beschrankt, wobei 
K, ein beliebiger kompakter Teil von X — G, ist. Die Reihe in (9) konvergiert 
daher kompakt in X —G,, folglich: dy € #’(X —G). Es ist aber sogar 
dy € L;* #’(X —G); denn da (9) in G—G, kompakt konvergiert, ist der 
Operator L;* mit der Summe vertauschbar: wegen (7) gilt also 


Li*d = Li* dF (y, ) d 
¥ 3 


Mit diesem dy bilden wir jetzt die Folge der ¢/,,, dw): es gilt fiir jedes n > 1 
wegen (8) und k,, = n die Abschatzung 


IV 


Die Folge ist also unbeschrankt. Das ist aber ein Widerspruch, da sie Teilfolge 
der als konvergent vorausgesetzten M-S-Folge {</,, dy)g}.cz ist. 

Dieses Lemma wenden wir jetzt an, um zu testen, ob eine meromorphe 
Funktion / zu einer Konvergenzklasse %g, gehért. Das ist nach Behauptung 4 
genau dann der Fall, wenn {L¢f}¢c@ gleichmaBig auf jedem kompakten Teil 
von X konvergiert. Gleichwertig damit ist offenbar, daB diese M-S-Folge 
auf jedem Normalgebiet G, kompakt konvergiert; dies ist nach dem Tillmann- 

Math. Ann. 142 31 
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schen Lemma aquivalent mit der Konvergenz jeder M-S-Zahlenfolge 
{Lef, mit dy #'(X—G,). 
solche dm und > G, gilt — wegen L;**= — 
Lit 
da ferner L,f- dq in G— G, holomorph ist, konnen wir wegen (6) wie folgt 
schlieBen : 
Daher stimmt obige M-S-Folge ,,schlieBlich“ mit 


iiberein und hat somit dasselbe Konvergenzverhalten wie diese. 

Unser Ergebnis notieren wir als 

Satz 4: G sei ein X ausschépfendes System von Normalgebieten. XH « besteht 
genau aus denjenigen meromorphen Funktionen f, mit denen fiir jedes dp € ZB’ 
die — fiir hinreichend groBe G definierte — M-S-Zahlenfolge {(f,d M)ghace 
konvergiert. 

Unmittelbar klar ist nach Behauptung 4 folgendes: 

Korollar: # & besteht aus denjenigen f € M, fiir welche die in Satz 4 genannten 
Folgen gegen Null konvergieren. 

Bemerkung: Im Fall der Zahlenebene X = € 146t sich durch Einbettung in 
die geschlossene Ebene die Klasse ’ durch das Verhalten ihrer Differentiale 
im Randpunkt co beschreiben : 


setzt man dy = p dz, so gilt mit dF(y, z) = 35 offenbar 


Lif dy = dz. 

Da aber, wie bereits in § 2 erwaihnt, eine Funktion yu sich genau dann in der 
Form Lé y schreiben 1a8t, wenn sie in C — G holomorph ist und im Unendlichen 
verschwindet, ist 

= dz, 

wenn wir mit #%, die Menge der im Punkt  holomorphen und dort ver- 
schwindenden Funktionskeime bezeichnen. Satz 4 besagt also, daB die Konver- 
genz der — mit geeigneten sich auf co zusammenziehenden Wegen w, — fiir 
alle Funktionskeime #%, gebildeten Zahlenfolgen dz die genaue Be- 


dingung dafiir ist, daB die in der Zahlenebene meromor phe Funktion f eine 
auferhalb ihrer Pole kompakt konvergente Partialbruchreihe besitzt. 


§ 6. Erzeugung von .4 durch 45 
Fir die Frage, wie man durch eine Klasse # auch gréBere Mengen 
meromorpher Funktionen erfassen kann, gibt die Cauchysche Methode der 
Partialbruchzerlegung*®) im Falle X = C einen Hinweis. Durch sie werden 
diejenigen meromorphen Funktionen / erfaBt, fiir die f - z~ mit einem geeig- 


5) Vgl. FuBnote 2). 
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neten N = 0 zu 4 gehdért; es handelt sich dabei, wie leicht zu sehen, um 
diejenigen meromorphen Funktionen, fiir deren Partialbruchreihe man mit 
Polynomen vom Grad < N als konvergenzerzeugende Summanden auskommt. 
Die spezielle Form z¥ des Nenners ist dabei unwesentlich; ein beliebiges 


Polynom Py vom Grade N leistet dasselbe: mit u ¢ #°%, ist auch — Ce, 
py 
und daher ist — man vergleiche hierzu den SchluB von § 5 — 


fiir jedes konvergent, woraus € #6, folgt. Bedeutet also F die 
Menge aller Polynome, so kann man das Ergebnis der Cauchyschen Methode 
so aussprechen : 

PX, ist die Gesamtheit derjenigen in © meromorphen Funktionen, fiir 
deren Partialbruchzerlegung nur konvergenzerzeugende Summanden beschrinkten 
Grades benétigt werden. 

Dies Ergebnis legt die Vermutung nahe, daB man jede meromorphe Funk- 
tion als Produkt einer ganzen Funktion und einer Funktion aus 4g, erhalten 
kann. Diese Aussage ist nun in der Tat richtig, und zwar fiir beliebige nicht- 
kompakte Riemannsche Flachen X; bezeichnen wir wieder mit # die Menge 
der ganzen, d. h. iiberall auf X holomorphen Funktionen, so gilt der 

Satz 5: Es ist M= H - Hy... 

Beweis: Nach Satz 3 gibt es zu f €.# in #6, eine nirgends verschwindende 


Funktion g mit denselben Polen und Polordnungen wie /; daher ist ! ganz. 
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Beta-Function Formulae and Integrals 
Involving E-Functions 
By 
T. M. MacRosert in Glasgow 


§ 1. Introductory 


In § 2 the formulae (1), (2), (3), and (4) for the beta function will be obtained, 
and in § 3 these wili be employed to derive formulae (5), (6), and (7) for the 
E-functions. 

If R(«) > 0, > 0, 

1 
ay + ct + d(1—)}-*- dt 
0 
= (1 + + d)-* B(a, B), 


where the constants c and d are such that no one of the expressions 1 + ¢, 
1+ d,1+ ct + d(1—t), where 0 < t < 1, is zero. 


If R(a) > 0, R(p) >0 


(2) + d6 = cos (} 2a) B(x, B) . 
0 


If R(x) >—1, R(B) > 0, 


(3) + B)0(sin0)*—* (cos = sin (} 2a) B(a, B) . 
0 


If R(a«) > 0, R(B) > 0, 


(4) f dO = ef} **B(ax, B). 
If R(«) > 0, > 0, 
p;a,: {1 + ct + d(1—?#)}*** 


=- xX 
(1 + + d)P(m + 


Og Afm+n; a+ B) m™ n™ 4 


| 
> | 
| 
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where m and n are positive integers, c and d satisfy the conditions of formula (1), 
and A(m; «) denotes the set of parameters 
a+l a+m—l 


If R(«) > 0, R(f) > 0, and if 1 is a positive integer, 


6) i. (sin E{p; a, : 0,: (cosec6)'z} dO 
= ef: .. ., ay, Og All; + B): 


If R(«) > 0, R() > 0, and if 1 and m are positive integers, 


0 


i} 2m 
7 ma 
» AG; a), A (m; B): ) 


§ 2. The Beta-function formulae 


In proving (1) assume for the time being that ¢ and d are such that 


Then, on expanding the third factor in the integrand in powers of t, the 


integral becomes 
1 


where 
(kK; r) = 
On integrating, this becomes 
d— —d\-« 
(1 + B(a, B) F (as; = (1 + 


from which the result follows. 
The temporary restrictions on c and d can now be removed by analytical 
continuation. 


In proving (2) and (3) use is made of the formulae ([1], p. 336) 
(8) 5; sin?) , 
(9) = vsind F(} + »,}—4 3; sin?6), 


where 1} a. 


a 
=) 
> 
_| 
ltaai<i- 
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For example, on substituting from (8) for cos(« + £)@ on the left of (2), the 
integral becomes 


and, on applying Gauss’ theorem, this becomes 


’ 
which is equal to the expression on the right of (2). 
In the same way (3) can be derived by means of (9). 
Formula (4) follows immediately from (2) and (3). 


§ 3. The £-function integrals 
In — (5) consider first the case p = gq = 0. Then the integral becomes 


Here sasablt in descending powers of z and get 


1 


r! {l+ ct +d(l — +rm 
6 
= &= (1 + + + rm, B 4 
r=0 
= (l + c) (1 + d) BB(a, py F n3a-+ B) (m + nym (1 (1 | 


Next, apply the formula ({1], p. 154) 
1_1lm z-1 l 


to and + 8), and the expression becomes 
A(m; a), A(m; B): (m + 
~(1 + eym(1 + 2}. 


Formula (5) can then be obtained by generalising. 


The case in which n = 0 was given by Saxena ([2], p. 180). It can be 
proved in the same way. 


Formulae (6) and (7) can be derived from (4) in the same manner. 
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Uber holomorphe Abbildungen projektiv-algebraischer 
Mannigfaltigkeiten auf komplexe Riume 
Von 


RetnHOLD REMMERT* und Ton VAN DE VEN in Princeton N. J. 


1. In der Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen und in der algebra- 
ischen Geometrie haben in den letzten Jahren dimensionserniedrigende holo- 
morphe Abbildungen in steigendem MaBe an Interesse gewonnen. A. BLAN- 
CHARD (vgl. [5], p. 161 sowie auch [28], p. 167) hat bemerkt, daB jede dimen- 
sionserniedrigende holomorphe Abbildung des n-dimensionalen komplex- 
projektiven Raumes P,, in irgendeinen komplexen Raum’) konstant ist. Es ist 
naheliegend zu fragen, ob dieselbe Aussage auch noch fiir andere projektiv- 
algebraische Mannigfaltigkeiten*) gilt. Im folgenden wird sich zeigen, daB dies 
fiir Grassmannsche Mannigfaltigkeiten sowie fiir ,,allgemeine“ algebraische 
Tori und fiir vollstandige Durchschnitte der (komplexen) Dimension = 3 zu- 
trifft. Alle diese Mannigfaltigkeiten A, haben naimlich 1 als (2d — 2)-te analy- 
tische Bettische Zahl 6$,_.(A,)*), und wir zeigen allgemein (vgl. Satz 1.3): 

(a) Gestattet die d-dimensionale projektiv-algebraische Mannigfaltigkeit A, 
eine holomorphe Abbildung auf einen e-dimensionalen komplexen Raum B, und 
gilt 0 < e <d, so ist 

Auch iiber dimensionserhaltende holomorphe Abbildungen einer projektiv- 
algebraischen Mannigfaltigkeit A, mit .(A,) = 1 auf einen komplexen 
Raum B, lassen sich Aussagen machen. Wird B, etwa als algebraisch (im Sinne 
von A. WEIL) vorausgesetzt, so sind alle surjektiven holomorphen Abbildungen 
t: A, B, Uberlagerungsabbildungen (d. h. simtliche Fasern von 1 sind end- 
liche Mengen) und B, ist sogar projektiv-algebraisch. Macht man dagegen 
keinerlei einschrankende Annahmen iiber B,, so gilt jedenfalls (vgl. Satz 1.13): 

(b) Eine surjektive holomorphe Abbildung +t: B, einer projektiv- 
algebraischen Mannigfaltigkeit A, mit b,(Aqg)= 0, = 1 auf einen 


* Unterstiitzt durch Air Force Office of Scientific Research, AF 49 (638)-253, S/A1. 

1) Unter einem komplexen Raum verstehen wir in dieser Arbeit stets einen zusammen- 
haingenden normalen komplexen Raum (zur Def. vgl. etwa [15]). Die Resultate gelten 
jedoch z. T. auch fiir Serresche komplexe Raume, wie man etwa durch Ubergang zur 
Normalisierung einsieht. 

*) Ein kompakter komplexer Raum heiBt projektiv-algebraisch, wenn er biholomorph 
auf einen abgeschlossenen komplexen Unterraum eines P,, abbildbar ist. 

8) Zur exakten Definition der analytischen Bettischen Zahlen einer projektiv-algebra- 
ischen Mannigfaltigkeit vgl. § 1.2. — Ein unterer Index bedeutet durchweg die komplexe 
Dimension. 
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komplexen Raum B, ist in einer héchstens (d — 2)-dimensionalen algebraischen 
Menge entartet*). 

Fiir d = 2 ist r also wieder eine Uberlagerungsabbildung und B, projektiv- 
algebraisch. Fiir d = 3 ist dies i. a. jedoch nicht mehr der Fall: Im § 4 zeigen wir, 
daB es eine 3-dimensionale singularitatenfreie Hyperflache 5. Ordnung H’ im 
P, mit 6, (H8) = 0, b{(H3) = 1 gibt, die holomorph auf einen komplexen Raum 
B, abgebildet werden kann, derart, daB eine Gerade g in H} auf einen einzigen 
Punkt b, und der Rest H3 —g biholomorph auf B,— b, abgebildet wird. Der 
Raum B, ist nicht algebraisch, alle Divisoren in B, enthalten den nichtunifor- 
misierbaren Punkt 

Die Aussage (b) laBt sich noch wie folgt verscharfen (Satz 1.18): 

(c) Jede surjektive holomorphe Abbildung t : A,—> B, einer projektiv-algebra- 
ischen Mannigfaltigkeit A, mit b,(A,) = 0, b$(Ag) = b$g_2(Ag) = 1 auf eine 
komplexe Mannigfaltigkeit B, ist eine Uberlagerungsabbildung, B, ist projektiv- 
algebraisch. 

2. Eine ,,allgemeine“ singularitatenfreie algebraische Flache F{ im P, der 
Ordnung q= 4 hat nach einem klassischen Satz von M. NoEruHer (vgl. [2]) 
1 als zweite analytische Bettische Zahl. Solche Flachen sind also auf Grund von 
(a) niemals holomorph auf algebraische Kurven abbildbar. Enthalt FP, jedoch 
wenigstens eine Gerade (ist also FP, etwa eine Kubik), so gibt es stets (vgl. den 
allgemeineren Satz 2.3) holomorphe Abbildungen von F, auf den P, (mit an- 
deren Worten: es gibt in F, nichtkonstante meromorphe Funktionen ohne Un- 
bestimmtheitsstellen). Diese Abbildungen sind indessen i. a. nicht regular, 
d. h. ihr Differential ist nicht tiberall vom Maximalrang 1. Wir zeigen vielmehr 
(Satz 2.8), daB unter allen singularitatenfreien algebraischen Flachen, die voll- 
standiger Durchschnitt sind, nur die ,,Quadrik‘‘ P, x P, regulire holomorphe 
Abbildungen auf den P, gestattet. 

Singularitatenfreie algebraische Flachen, die nicht holomorph auf algebra- 
ische Kurven abbildbar sind, kénnen sehr wohl eine von 1 verschiedene zweite 
analytische Bettische Zahl haben. Beispiele hierfiir erhalt man (vgl. Satz 3.1), 
wenn man auf einer ,,allgemeinen“ singularitatenfreien algebraischen Flache 
7. Ordnung im P, drei verschiedene Punkte vermége des Hopfschen o-Prozesses 
aufblast. 


§ 1. Dimensionserniedrigende Abbildungen algebraischer Mannigfaltigkeiten 


1. Wir beginnen mit 
Satz 1.1: Es sei A ein projektiv-algebraischer Raum im P,,, es gebe eine holo- 
morphe Abbildung von A auf einen komplexen Raum B, dim B= 1. Dann gilt 


codim A + dim B= dimA . 
Den Beweis stiitzen wir auf folgenden auch spaiter noch zu benutzenden 


*) Mit b;(A,) bezeichnen wir die i-te Bettische Zahl von A,. Unter der Entartungsmenge 
einer holomorphen Abbildung verstehen wir die Gesamtheit aller Punkte des Urbild- 
raumes, in denen die Fasern der Abbildung nicht von minimaler Dimension sind; die 
Entartungsmenge ist stets eine analytische Menge (vgl. [27], Satz 18). 


aa 
a 
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Hiljssatz 1.2: Ist der komplexe Raum B das holomorphe Bild eines projektiv- 
algebraischen Raumes, so gibt es in B analytische Mengen in allen Dimensionen 
0,1, ..., dim B. 

Beweis: Wir setzen e: = dim B und diirfen e > 0 annehmen. Es geniigt zu 
zeigen, daB es (e — 1)-dimensionale analytische Mengen in B gibt. Nach Voraus- 
setzung gibt es einen projektiv-algebraischen Raum A, in einem P,, und eine 
holomorphe Abbildung t von A, auf B,. Dann ist jede Faser von t mindestens 
von der Dimension k: = d—e; es gibt Punkte b’¢ B,, so daB T (b’) rein 
k-dimensional ist (vgl. [27]). Nach geliufigen Satzen der algebraischen Geo- 
metrie kann man zu jedem solchen Punkt 6’¢ B einen linearen Teilraum 
von P,, so bestimmen, daB = d—k—1 und 
(\ Py —,~, isolierte Punkte enthalt. Alsdann ist nach einem allgemeinen Satz 
iiber holomorphe Abbildungen (vgl. [27], Satz 24) P,,_,—,) eine 
(d — k — 1)-dimensionale analytische Menge in B. Da d— k—1 = e—1, ist 
hiermit der Hilfssatz bewiesen. 

Es werde nun Satz 1.1 bewiesen. Wir setzen d: = dim A, e: = dim B und 
betrachten eine holomorphe Abbildung t von A, auf B,. Nach Hilfssatz 1.2 
gibt es eine (e — 1)-dimensionale analytische Menge M in B. Wahlen wir einen 
Punkt b,< B— M (es gilt B— M + ¢), so hat man: 


(M) (by) = ¢, dim 7 (b,) = d—e, dim 7 (M) = d— 15). 


Da im P,, zwei algebraische Mengen der Dimension a, bzw. a, sich stets schnei- 
den, wenn a, + a,= n, und da Tt (by) sowie T (M) auch als algebraische Mengen 
im P,, aufgefaBt werden kénnen, so folgt 


(d—e) + (d—1)<n, d.h. (n—d)+e2Z=d. 


Satz 1.1 findet sich fiir den Fall, daB A ein holomorphes Faserbiindel iiber 
einer komplexen Mannigfaltigkeit B ist, bereits in [32], p. 38. 

Man kann Satz 1.1 benutzen, um Bedingungen fiir die Existenz bijektiver 
holomorpher Abbildungen eines komplexen Raumes A in den P,, zu finden. 
Ist A etwa ein Produkt von k komplexen Raéumen der Dimension d,> 0, 
i=1,...,k, so folgt sofort 


k \ 
n= max (2 


1sisk\ 


und hieraus 
n= (2— dim 


Aus dieser letzten Ungleichung ergibt sich z. B. unmittelbar, daB ein k-fach 
projektiver Raum A, k= 2, dann und nur dann holomorph und bijektiv auf 
eine Hyperflaiche eines P,, abbildbar ist, wenn A die zweidimensionale Quadrik 
P, x P, ist. 

Satz 1.1 zeigt ferner, daB der P,, selbst tiberhaupt keine dimensionserniedri- 
genden nicht konstanten holomorphen Abbildungen zulaBt (BLANCHARD) und 
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daB eine beliebige Hyperflache im P,, dimensionserniedrigend, nicht konstant 
und holomorph héchstens auf (n — 2)-dimensionale komplexe Raume abbild- 
bar ist. Wir werden im folgenden jedoch sehen, daB eine dimensionserniedrigende 
holomorphe Abbildung einer Hyperflache im P,, in vielen Fallen tiberhaupt 
konstant ist, z. B. wenn die Hyperflache singularitatenfrei und n = 4 ist. 


2. Es sei A ein kompakter komplexer Raum. Jeder komplexe k-dimensio- 
nale irreduzible Teilraum von A reprasentiert in natiirlicher Weise ein Element 
vonH,,(A, Z) — daher auch von H,,(A, R)*). Deswegen reprasentiert auch 


jeder Zyklus a, Bi, wobei . . ., %m reelle Zahlen und B},..., By komplex 


k- dimensional irreduzible Unterraume von A sind, ein Element von H,,(A,R). 
Die Elemente, die in solcher Weise durch ,,k-dimensionale analytische Zyklen* 
reprasentiert werden, heiBen 2k-dimensionale analytische Homologieklassen, 
sie formen einen Unterraum des Vektorraumes H,,(A, R). Wir bezeichnen 
diesen Unterraum mit H{)(A, R) und nennen bf, (A) :- = dimp (A, R) 
2k-te analytische Bettische Zahl von A. Es gilt stets b$,(A)<b,,(A), 
b,(A) := dimpH,(A, R) fiir die gewéhnliche s-te Bettische Zahl von A 


Jede rein k-dimensionale analytische Menge in A wird in kanonischer Weise 
zu einem k-dimensionalen analytischen Zyklus in A, wenn man all ihre ir- 
reduziblen Komponenten mit der Vielfachheit 1 zahlt. 

Es gilt nun: 


Satz 1.3: Es sei Ay, d> 0, eine projektiv-algebraische Mannigfaltigkeit mit 
b$q_2(Aq) = 1. Dann ist jede dimensionserniedrigende holomorphe Abbildung von 
A, auf irgendeinen komplexen Raum B konstant. 


Weiter projiziert sich die Entartungsmenge einer jeden holomorphen dimensions- 
erhaltenden Abbildung von A, auf einen komplexen Raum B in den Durchschnitt 
aller Divisoren auf B. 


Beweis: Zum Beweis der ersten Behauptung geniigt es zu zeigen: Ist 
t:A,— B, irgendeine nicht konstante surjektive holomorphe Abbildung, 
so gilt e = d. Wir wahlen gemaB8 Hilfssatz 1.2 eine wegen e > 0 nicht leere ir- 
reduzible (e — 1)- dinensionsle analytische Menge M in B, und oe Punkt 


B—M so, daB (bo) rein (d — e)-dimensional ist. Die Menge 1 ) ist 


8) Dies folgt sofort aus den klassischen Ergebnissen iiber die Triangulierbarkeit 
projektiv-algebraischer Raume, fiir die jedoch kein vollstandig ausgefiihrter Beweis 
publiziert zu sein scheint (vgl. auch [35], p. 545). Nach einer miindlichen Mitteilung von 
A. Boret kann jedoch die von ihm in [6] entwickelte Homologietheorie benutzt werden, 
um jeder analytischen Teilmenge eines kompakten komplexen Raumes X eine (ganz- 
zahlige oder reelle) Homologieklasse zuzuordnen, die mit der vermége einer Triangulierung 
definierten Homologieklasse iibereinstimmt. Dabei wird, falls X eine algebraische Mannig- 
faltigkeit ist, der Schnitt zweier Homologieklassen vom Schnittzyklus zweier ihrer Re- 
prasentanten gegeben, falls dieser Zyklus im Sinne der algebraischen Geometrie definiert 
ist und seine irreduziblen Komponenten mit der richtigen Multiplizitat gezahlt werden. 
Fiir Einzelheiten vgl. eine in Vorbereitung befindliche Arbeit von A. Borex und A. Harr- 
LIGER, wo auch die von uns im § 1.5 benutzten Aussagen iiber den Hopfschen Umkehrungs- 
homomorphismus gerechtfertigt werden. 
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analytisch in A, und (d — 1)-dimensional*). Der rein (d — 1)-dimensionale Be- 
standteil von T(M ) definiert einen (d — 1)-dimensionalen analytischen Zyklus 
E in Ag, analog gibt T (by) zu einem (d— e)-dimensionalen analytischen 
Zyklus F in A, AnlaB. Wir bezeichnen die von E bzw. F bestimmten 
Elemente von H,(A,z, R) mit ¢ bzw. g. Da 7 (M) cr T (by) =, so gilt: 
€ © m = 0. Aus unserer Voraussetzung 6$4 (A) = 1 folgt, da e + 0, daB es eine 
reelle Zahl r gibt, so daB re durch einen allgemeinen Hyperebenenschnitt H 
von A, repriasentiert werden kann. Ware nun d—e > 0, so wire H T (by) 
nicht leer und mithin (re) o g + 0, was der Gleichung ¢ © g = 0 widerspricht. 
Also muB gelten e = d. 

Zum Beweis der zweiten Behauptung geniigt es, dem obigen folgendes 
hinzuzufiigen: Angenommen, es gabe einen Punkt p ¢ A, in der Entartungs- 
menge von Tt, so daB t(p) nicht im Durchschnitt aller Divisoren auf B liegt. 
Dann wiirde es einen Divisor D auf B geben, so daB T (D) rN TZ (t(p)) =>, 
Dies fiihrt jedoch genau wie oben zu einem Widerspruch, da T (t(p)) positive 
Dimension hat. Satz 1.3 ist damit bewiesen. 

Korollar 1.4: Jede dimensionserniedrigende holomorphe Abbildung einer pro- 
jektiv-algebraischen Mannigfaltigkeit A mit b,(A) = 1 ist konstant. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 1.3 und dem Poincaréschen Dualitats- 
satz. 

Korollar 1.5: Unter der Bedingung von Satz 1.3 ist jede nicht konstante holo- 
morphe Abbildung von A auf einen algebraischen Raum eine (i. a. verzweigte) 
Uberlagerungsabbildung. 

In jedem algebraischen Raum ist der Durchschnitt aller Divisoren nimlich 
leer, so daB keine Entartung auftreten kann. Solche Abbildungen sind aber 
Uberlagerungsabbildungen. 

Bemerkung: Satz 1.3 wird falsch, wenn man die Bedingung, daB A, pro- 
jektiv-algebraisch ist, fallen laBt. Ein einfaches Gegenbeispiel liefert die Pro- 
jektion von H x P, auf P,, wo H eine mit dem Spharenprodukt S' x S* 
homéomorphe Hopfsche Mannigfaltigkeit ist (vgl. [21], p. 168). 

3. Wir wenden Satz 1.3 nebst seinen Korollaren jetzt auf einige Typen al- 
gebraischer Mannigfaltigkeiten an. Wir beweisen vorbereitend zwei Hilfssitze. 

Hiljssatz 1.6: Ist t:X > Y eine holomorphe Uberlagerungsabbildung und ist 
X projektiv-algebraisch, so ist auch Y projektiv-algebraisch. 

Beweis: Es geniigt, eine injektive holomorphe Abbildung von Y in einen 
projektiv-algebraischen Raum zu konstruieren. Ist 6 die Blatterzahl der Uber- 
lagerung, so werde mit Z das b-fache symmetrische Produkt von X mit sich 
selbst bezeichnet. Z ist ebenfalls ein (normaler) komplexer Raum, und zwar im 
vorliegenden Fall sogar projektiv-algebraisch (vgl. [8], p. 97 und [30], p. 59). 


*) Ware namlich die Dimension von 7 (M ) kleiner als d — 1, so waren alle Fasern der 
Abbildung rit (M ): (mM ) + M héchstens (d — e — 1)-dimensional. Da jede Faser von 
{7 (M ) auch eine Faser von 7 ist, hatte also t Fasern der Dimension < d — e, was un- 
méglich ist. — Es sei vermerkt, daB 7T(M ) nicht rein (d — 1)-dimensional zu sein braucht. 
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Ist y < Y irgendein Punkt, so hat jeder Punkt 2 ¢ T (y) eine wohldefinierte 
Multiplizitat o(«) (vgl. [15]}) und es gilt: >” o(x) = b. Wir ordnen nun jedem 

Punkt y Y das ungeordnete b-Tupel . . ., zu, wobei (y) genau 
o(a,)-mal vorkommt. Dadurch wird eine stetige Abbildung : Y  Z definiert, 
die offensichtlich auBerhalb der Verzweigungsmenge von t in Y holomorph ist. 
Nach dem Riemannschen Satz iiber hebbare Singularititen ist daher 7 holo- 
morph schlechthin. Da 7 injektiv abbildet, so folgt die Behauptung. 

Hiljssatz 1.7: Ist A eine kompakte homogene komplexe Mannigfaltigkeit, so ist 
jede holomorphe Abbildung von A auf einen mit A gleichdimensionalen komplexen 
Raum B eine Uberlagerungsabbildung. Ist A projektiv-algebraisch, so auch B. 

Den Beweis stiitzen wir auf folgenden von K. Srer herriihrenden 

Faktorisierungssatz (vgl. [31] sowie [28]}): Es set X eine zusammenhiingende 
komplexe Mannigfaltigkeit und t: X — Y eine eigentliche holomorphe Abbildung 
von X auf einen komplexen Raum Y. Dann gibt es einen zusammenhingenden, 
mit Y gleichdimensionalen komplexen Raum Y' sowie holomorphe Abbildungen 
a:X— Y’, B:Y'’— mit folgenden Eigenschafjten: 

0. Esgiltt= Bow 

1. « ist eigentlich und einfach, d. h. alle Fasern von « sind zusammenhiingend. 

2. B ist eine Uberlagerungsabbildung. 

Der Beweis von Hilfssatz 1.7 verlaéuft nun wie folgt: 

Sei tr: A > B die gegebene Abbildung. Nach dem Faktorisierungssatz gibt es 
einen komplexen Raum B’ und eigentliche holomorphe Abbildungen « : A > B’, 
B derart, daB t = a, wo eine Uberlagerungsabbildung und « 
einfach vom Range dim B’ ist. Da dim A = dim B’, so ist « notwendig eine 
eigentliche Modifikationsabbildung, d.h. es gibt eine mindestens 2-codimen- 
sionale analytische Menge N’ in B’, so daB «| A — (N’):A— a (N’) 
biholomorph ist. Da A als homogen vorausgesetzt wurde, so ist «:A— B’ 
selbst biholomorph ({26], Satz 16 und [14], p. 289). Daraus folgt aber, daB 
t = B o «eine Uberlagerungsabbildung ist. Aus Hilfssatz 1.6 folgt, daB mit A 
auch B projektiv-algebraisch ist. 

Es folgt nun 

Satz 1.8: Eine nicht konstante holomorphe Abbildung einer Grassmannschen 
Mannigfaltigkeit bzw. einer singularititenfreien Quadrik Q,, d= 3, auf irgend- 
einen komplexen Raum ist stets eine Uberlagerungsabbildung auf einen projektiv- 
algebraischen Raum. Ist der Abbildungsgrad von 1 verschieden, so ist die Abbildung 
stets verzweigt. 

Beweis: Da die zweite Bettische Zahl der im Satze genannten Mannigfaltig- 
keiten gleich 1 ist (vgl. [11], p. 418 u. 424), so folgt aus Korollar 1.4, daB diese 
Mannigfaltigkeiten keine nicht konstanten dimensionserniedrigenden holomor- 
phen Abbildungen zulassen. Aus Hilfssatz 1.7 folgt dann weiter, da die in Rede 
stehenden Mannigfaltigkeiten simtlich homogen sind, daB8 als dimensionserhal- 
tende holomorphe Abbildungen nur Uberlagerungsabbildungen auf projektiv- 
algebraische Raume auftreten kénnen. Die letzte Behauptung des Satzes 
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kann man fiir eine Grassmannsche Mannigfaltigkeit z. B. wie folgt einsehen. 
Sei etwa G,,, ,, die Mannigfaltigkeit der m-dimensionalen linearen Teilriume P,,, 
von P,. Jeder Holomorphismus von P,, bildet die m-dimensionalen linearen 
Teilraume auf ebensolche ab und induziert somit in kanonischer Weise einen 
Holomorphismus von G,,,,,; weiter definiert, falls n = 2m + 1, jede Dualitat 
des P,, eine Abbildung der m-dimensionalen linearen Teilraume des P,, auf sich 
und somit einen Holomorphismus von G,,, ,,°*). Es ist bekannt (vgl. [9], p. 64 ff.), 
daB umgekehrt jeder Holomorphismus von G,,,,, in der angegebenen Weise 
von einer Kollineation bzw. Dualitét des P, induziert wird. Nun laBt jede 
Kollineation des P,, eine Hyperebene P,,_, fest. In diesem P,,_, bleibt ein P,,_, 
fest, usw. Durch Induktion folgt, daB wenigstens ein P,, in sich transformiert 
wird; daher haben alle von Kollineationen induzierten Holomorphismen von 
Ga,m Wenigstens einen Fixpunkt. Gilt n = 2m + 1, so zeigen wir, daB auch 
jede involutorische Dualitaét des P,, wenigstens einen P,,c P, auf sich abbil- 
det®*). Wir fiihren Induktion nach m, der Fall m = 0 ist trivial. Wird die 
Dualitat k in homogenen Koordinaten 2 ,..., 2%, bzw. t,...,U, des P,, 
bzw. P* etwa durch die Gleichung u = A zx, wo A eine (n + 1)-reihige Matrix ist, 
gegeben, so liegt ein Punkt p = (Zp, . . ., %,) € P, genau dann auf der ihm zu- 
n 
geordneten Hyperebene k(p) = ...,%), wenn %,%,= 0, d.h. wenn 
v=0 
p Ap = 0. Es gibt daher sicher einen Punkt p,¢ P, mit py<k(po). Die ge- 
gebene Dualitaét ordnet nun, da involutorisch, jedem m-dimensionalen linearen 
Unterraum von k(p,) durch py einen ebensolchen zu. Da die Gesamtheit dieser 
Raume offenbar mit G,,_,»,,,-, identifiziert werden kann und jeder invo- 
Holomorphismus von G,, _ », »—; 8tets einen Fixpunkt hat (entweder wird er von 
einer Kollineation des P,_, induziert und wir kénnen die oben bewiesene 
Aussage anwenden, oder er riihrt von einer involutorischen Dualitat her und hat 
dann einen Fixpunkt auf Grund der Induktionsvoraussetzung), so fiihrt die 
gegebene Dualitat also wenigstens einen P,, Cc P,, in sich tiber. — Es folgt jetzt, 
da8B kein Holomorphismus g + 1 von G,,,,, die Eigenschaften einer Decktrans- 
formation hat, da g? in jedem Falle von einer Kollineation des P,, herriihrt. 
Fiir eine singularitatenfreie Quadrik Q,,d= 1, folgt unmittelbar, daB jeder 
Holomorphismus Fixpunkte hat: Sei Q, kanonisch in P,,, eingebettet als 
Hyperflache der Ordnung 2. Es ist wohlbekannt, daB die Holomorphismen von 
Q, genau die Beschrankungen auf Q, derjenigen linearen Transformationen 
von P,.,, sind, die Q, in sich iiberfiihren (vgl. [9], p. 64 ff.). Wie oben gezeigt, 
bleibt bei jeder solchen Transformation eine Ebene P, c P,., fest. Der mengen- 
theoretische Durchschnitt S := Q, > P, ist nun entweder dieser P, selbst, oder 
ein (méglicherweise entarteter) Kegelschnitt oder eine Gerade. Da S in sich 
transformiert wird, folgt unsere Behauptung aus der Tatsache, daB jeder 
Holomorphismus des P,, bzw. eines Kegelschnittes bzw. einer Geraden einen 
Fixpunkt besitzt, q. e. d. 


6a) Zum Begriff der (involutorischen) Dualitaét vgl.: G. Pickert: Analytische Geome- 
trie, 3. Aufl., Akad. Verlagsgesellsch. Leipzig 1958 ; p. 287, 295. 
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Sei weiter 7’,, ein n-dimensionaler algebraischer Torus. 7’, heiBe allgemein, 
wenn die folgende Bedingung erfiillt ist (vgl. [25], p. 91): Ist (a,,) eine Dar- 
stellung der (symmetrischen) Riemannschen Matrix von T,, in Normalform 
(beziiglich irgendeines Divisors in T,), so sind die n(n + 1) reellen Zahlen 
Re(a,,,), Im(a,,), = 1,...,n, algebraisch unabhiingig und sémtlich trans- 
zendent. 

Wenngleich fiir jeden Torus 7, gilt: b,,,_,(7',) = n(2n— 1), so ist doch 
nach Marruck [25] fiir einen allgemeinen Torus 7’, die (2n — 2)-te analytische 
Bettische Zahl immer gleich 1. Da 7’, als komplexe Liesche Gruppe eine homo- 
gene Mannigfaltigkeit ist, so folgt also aus Satz 1.3 und Hilfssatz 1.7: 

Satz 1.9: Jede nicht konstante holomorphe Abbildung eines allgemeinen al- 
gebraischen Torus auf einen komplexen Raum ist eine Uberlagerungsabbildung auf 
einen projektiv-algebraischen Raum. 

4. Als nachstes betrachten wir vollstaéndige Durchschnitte. 


Es sei A eine komplexe Mannigfaltigkeit, S, 7’, V seien rein-dimensionale 
komplexe Untermannigfaltigkeiten von A. Wir nennen V den reguliiren Durch- 
schnitt von S und T, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

(1) Es gilt: V= So T, dimV = dimS + dim — dim4A. 

(2) In jedem Punkt von V ist der Tangentialraum an V der Durchschnitt der 
Tangentialriume an S und T. 

Eine algebraische Mannigfaltigkeit V;,im P,, heiBt ein vollstindiger und regu- 
liéirer Durchschnitt von Hyperflichen — kurz: ein 3 Durchschnitt — 


wenn es (n — k)- Hyperflichen H,...,°-"H im Pn gibt, 
n—k 


so dap  H und a  H stets der reguliire Durchschnitt von H 


und H ist, s = 2,...,n— 

Es gilt der wichtige 

Hilfssatz 1.10: Ist die algebraische Mannigfaltigkeit V;, im P,, ein vollstin- 
diger Durchschnitt, so gilt: 

a)  firallex = ,k—1, 

b) 2,(V,,Z) ~ 2,(P,,Z)  fiirallex = ,k—1. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus einem Satz von a8. LerscHetz und R. Borr 
(vgl. [1], [7])- 

Aus vorstehendem Hilfssatz und Korollar 1.4 folgt sofort, da b,(P,,) = 1, 
daB jede dimensionserniedrigende holomorphe Abbildung eines vollstandigen 
Durchschnittes V,, k => 3, konstant ist. 

Fiir dimensionserhaltende holomorphe Abbildungen t von V, zeigen wir 
jetzt, daB die Entartungsmenge von t héchstens (k — 2)-dimensional sein 
kann. Dazu beweisen wir zunachst zwei weitere auch an sich interessante 
Hilfssatze. 

Hiljssatz 1.11: Es sei A,, d= 1, eine projektiv-algebraische Mannigfaltigkeit 
mit b,(Ag) = 0, = 1. Dann ist fiir jede rein (d — 1)-dimensionale 
analytische Menge D in Aq die Restmannigfaltigkeit A,— D affin-algebraisch. 


| 
= 
‘ 
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Beweis: Es sei A, singularitaétenfrei im P,, eingebettet. Aus bf, .(A,g) = 1 
folgt: H{'}_ (Ay, Z) = G @ T, wobei G frei zyklisch und 7 eine Torsionsgruppe 
ist. Es sei g ein erzeugendes Element von G und 6 die vom gegebenen Divisor D 
bestimmte (2d — 2)-dimensionale ganzzahlige Homologieklasse. Dann gibt es 
eine natiirliche Zahl k + 0, so daB die Homologieklasse kd von den Hyper- 
flichen im P,, einer bestimmten Ordnung j auf A, ausgeschnitten wird. Da 
wegen b,(A,) = 0 die Picardsche Mannigfaltigkeit von A, nulldimensional ist’), 
sind zwei Divisoren aus der Homologieklasse kd stets linear aquivalent, der 
Divisor kD ist daher insbesondere linear aquivalent zu allen Divisoren des- 
jenigen linearen Systems 2’ auf Ay, das von den Hyperflichen der Ordnung j 
im P,, auf A, ausgeschnitten wird; mithin liegt kD in der Vervollstandigung 2 
dieses linearen Systems 2’. Nun definiert aber bereits 2’ eine biholomorphe 
Abbildung von A, auf eine singularitatenfreie algebraische Mannigfaltigkeit 
in einen projektiven Raum (Veroneseabbildung!). Daher gibt auch 2 zu einer 
biholomorphen Abbildung t von A, auf eine komplexe Untermannigfaltigkeit M 
eines P,, AnlaB. Da 2 vollstandig ist, wird das t-Bild von kD auf M von einer 
Hyperebene E des P,,, ausgeschnitten. Daher bildet t die Restmannigfaltigkeit 
A,— D biholomorph auf die affin-algebraische Mannigfaltigkeit M — M E 
ab. Mithin ist A,— D selbst affin-algebraisch, w. z. b. w. 

Hilfssatz 1.12: Es sei X ein kompakter komplexer Raum, derart, daB es zu 
jeder rein 1-codimensionalen analytischen Menge S in X eine nicht konstante 
holomorphe Funktion in X — S gibt. Dann ist jede holomorphe Abbildung t von X 
auf irgendeinen mit X gleichdimensionalen komplexen Raum Y héchstens in einer 
2-codimensionalen analytischen Menge entartet. 

Beweis: Angenommen, die Entartungsmenge EZ von t ware 1-codimensional. 
Es bezeichne EZ, die Vereinigung aller 1-codimensionalen irreduziblen Kom- 
ponenten der Entartungsmenge von 7; £, ist nicht leer und eine rein 1-codimen- 
sionale analytische Menge in X. Wir betrachten die Beschrankung t’ von t auf 
—t (r(B)), ersichtlich ist 1’ :X’- Y—r(E) eine Uberlagerungs- 
abbildung. Auf X’ gibt es, da X’C X — #,, nach Voraussetzung eine nicht 
konstante holomorphe Funktion f’. Von den zu f’ bzgl. t’ in Y — r(B£) ge- 
bildeten elementarsymmetrischen Funktionen ist daher auch wenigstens eine 
nicht konstant. Das ist jedoch unméglich, denn t(Z) ist als Bild von Ent- 
artungspunkten mindestens 2-codimensional, so daB jede in Y — 1(Z) holo- 
morphe Funktion in ganz Y holomorph fortsetzbar und folglich wegen der 
Kompaktheit von Y konstant ist. Damit ist ein Widerspruch hergestellt und 
Hilfssatz 1.12 bewiesen. 

Aus den beiden letzten Hilfssitzen sowie aus Satz 1.3 folgt nun insgesamt: 

Satz 1.13: Es sei Ag eine projektiv-algebraische Mannigfaltigkeit, d= 1, es 
gelte b, (Ag) = 0, b$g_2(Ag) = 1. Ist dann t:A,—> B eine nicht konstante holo- 


7) Die Picardsche Mannigfaltigkeit P(A,) einer projektiv-algebraischen Mannig- 
faltigkeit A, kann als die Quotientengruppe der Gruppe aller ganzzahligen nullhomologen 
Divisoren von A, nach der Untergruppe der Hauptdivisoren von A, aufgefaBt werden 
(fiir Einzelheiten vgl. [23] sowie [24], p. 734) P(A,) tragt in natiirlicher Weise die Struktur 
eines komplexen Torus der reellen Dimension },(A,). 
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morphe Abbildung von A, auf irgendeinen komplexen Raum B, so gilt d = dim B 
und t ist héchstens in einer (d — 2)-dimensionalen algebraischen Menge in A, 
entartet. 

Da 6,(P,) = 0 und H,(P,,Z) = Z, so gilt wegen Hilfssatz 1.10 der vor- 
stehende Satz insbesondere fiir alle vollstaéndigen Durchschnitte V,, falls k => 3. 

Wir merken noch an: 

Folgerung 1.14: Ist A, eine singularititenfreie projektiv-algebraische Fliche 
mit b,(A,) = 0, b§(A,) = 1, 80 ist jede nicht konstante holomorphe Abbildung 
von A, auf einen komplexen Raum B, eine Uberlagerungsabbildung auf einen 
projektiv-algebraischen Raum. 

Insbesondere ist es unméglich, eine solche Fliiche A, durch eine echte eigentliche 
Modifikation aus einem anderen komplexen Raum zu erzeugen. 

5. Es erhebt sich die Frage, ob die im Satz 1.13 betrachteten Abbildungen 
stets Uberlagerungsabbildungen sind (fiir algebraische Bildraume B ist das 
z. B. nach Korollar 1.5 klar). Ohne einschrinkende Bedingungen fiir B ist 
dies nicht der Fall, wie sich im § 4 ergeben wird. Wir werden im folgenden 
jedoch zeigen (Satz 1.18), daB die Antwort bejahend ist, wenn man als Bild- 
raume B lediglich komplexe Mannigfaltigkeiten zulaBt. Das wichtigste Hilfs- 
mittel hierzu ist der sog. Hopfsche Umkehrungshomomorphismus, an den 
zunachst erinnert werden mdge (vgl. [20]): 

Es seien X, Y gleichdimensionale kompakte orientierte differenzierbare 
Mannigfaltigkeiten (also insbesondere kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten) ; 
es sei t eine stetige Abbildung von X auf Y mit einem Abbildungsgrad g + 0. 
Dann induziert t Homomorphismen 
ty, : H,(X, R) > H,(Y, R), A,(Y, R) > A,(X, R),k = 0,1,..., dimgX 
t* heiBt der Hopfsche Umkehrungshomomorphismus zur Abbildung t. t* ist 
injektiv und definiert sogar einen Ringhomomorphismus des Homologieringes 
H,(Y, R) in H,(X, R). Fir jedes ¢ ¢ H,(Y, R) gilt die Gleichung 1,(t*(¢)) 
= gl. Die Beschrinkung von t, auf t*(H,(Y, R)) ist also fiir alle 
k=0,1,...,dimgX bijektiv. Ist insbesondere t eine holomorphe Abbildung 
zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten, so fiihrt t* analytische Homologie- 
klassen in ebensolche tiber. 

Wir zeigen nun: 

Satz 1.15: Es seien X, Y gleichdimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten, 
X sei projektiv-algebraisch. Es gebe eine surjektive holomorphe Abbildung 
t:X— Y, die wenigstens eine k-dimensionale Faser besitzt, k > 0. Dann gilt: 

b,,(X) b4,(Y)+1 fiir x=—1l,...,k. 

Beweis: Da X projektiv-algebraisch ist, kénnen wir zu jedem x=1,...,k 
eine irreduzible x-dimensionale analytische Menge F,, in X finden, so dab 
t(F,) ein Punkt y, ¢ Y ist. Das kommutative Diagramm 


F,—+x 


| 
| 
bata 
ioe 
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liefert nun sofort das gleichfalls kommutative Diagramm 


H,,(F, R)—*> (X, R) 


Te. 


Da X projektiv-algebraisch ist, so gilt i,(p,) +0, wenn , die von F,, re- 
prasentierte Homologieklasse bezeichnet. Andererseits haben wir t, (i, (@,))= 0. 
Nach dem oben Bemerkten kann also i,(g,) nicht im Raum t*(H,,(Y, R))c 
C H,,,(X, R) liegen. Da t* injektiv abbildet, so folgt die Behauptung*). 

Es seien noch zwei einfache Folgerungen aus Satz 1.15 besonders hervor- 
gehoben: 

Folgerung 1.16: Es seien X, Y gleichdimensionale komplexe Mannigfaltig- 
keiten; X sei projektiv-algebraisch und es gelte b,(X) = b,(Y). Dann ist jede 
holomorphe Abbildung von X auf Y eine Uberlagerungsabbildung, Y ist projektiv- 
algebraisch. 

Folgerung 1.17: Jede holomorphe Abbildung einer projektiv-algebraischen 
Mannigfaltigkeit (oder allgemeiner: einer kompakten Kéhlerschen Mannig- 
faltigkeit) auf sich ist eine Uberlagerungsabbildung. 

Wir beweisen abschlieBend in diesem Paragraphen 

Satz 1.18: Es sei Ay eine projektiv-algebraische Mannigfaltigkeit, d => 1, 
es gelte b,(Ag) = 0, b$(Ag) = = 1. Dann ist jede nicht konstante 
holomorphe Abbildung von A, auf eine komplexe Mannigfaltigkeit B eine Uber- 
lagerungsabbildung, B ist projektiv-algebraisch. 

Beweis: Sei t: Ag B eine nicht konstante surjektive holomorphe Ab- 
bildung. Unter den gemachten Voraussetzungen wissen wir bereits auf Grund 
von Satz 1.13, daB +t dimensionserhaltend und héchstens in einer (d — 2)- 
dimensionalen analytischen Menge N c A, entartet ist. Angenommen, N wire 
nicht leer. Dann gibt es jedenfalls eine algebraische Kurve K in A,, so dab 
t(K) ein Punkt y, ist. Analog wie im Beweis von Satz 1.15 haben wir daher ein 
kommutatives Diagramm 


H,(K, R) R) 
| 
} 
0 ..H,(B, R). 


Da A, projektiv-algebraisch ist, so gilt +,(x) + 0, wenn x die von K reprisen- 
tierte Homologieklasse bezeichnet. Wegen 6$(A,z) = 1 ist also i, surjektiv. 

8) Im vorstehenden Beweis wurde die Voraussetzung, daB X projektiv-algebraisch ist, 
nur benutzt, um i, (¢,) + 0 schlieBen zu kénnen. Da nun in jeder kompakten Kahlerschen 
Mannigfaltigkeit X eine von einer irreduziblen analytischen Menge reprasentierte Homo- 
logieklasse stets + 0 ist (vgl. [10]), so haben wir sogar bewiesen: 

Ist t: X — Y eine holomorphe Abbildung einer kompakten Kahlerschen Mannigfaltig- 
keit X auf eine mit X gleichdimensionale komplexe Mannigfaltigkeit Y und besitzt tr eine 
k-dimensionale Faser, k > 0, so gilt: b,,(X) > 6,,(Y) + 1. 
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Folglich muB gelten t,(H{? (Ag, R)) = 0. Dies ist jedoch nicht méglich, wie 
etwa die folgende Uberlegung zeigt: Wir setzen N* := = (t(N)); dann ist 
t|A,— N*: A,— N* + B—r1(N) eine Uberlagerungsabbildung. Wir wahlen 
eine irreduzible algebraische Kurve LZ in Ay, die N* nicht schneidet; das ist 
méglich, da N* mindestens 2-codimensional ist. Weiter liege T(t (L)) nicht in der 
Verzweigungsmenge von t|A,— N*. Wir betrachten die von der Bildkurve 
1 (L) reprasentierte Homologieklasse 4 ¢ H{”(B, R). Sicher gilt 4 + 0. Anderen- 
falls wire namlich das t*-Bild von A vermége des von t induzierten Hopfschen 
Umkehrungshomomorphismus die Nullklasse in H{"(A,, R). Das ist jedoch 
unmdglich, da t* (A) vom Zyklus T (t(Z)), dessen Komponenten samtlich nicht 
in der Verzweigungsmenge von t|A,— N* liegen, reprasentiert wird. Es gilt 
nun aber, wenn wir mit g den Abbildungsgrad von t (= Blatterzahl der Uber- 
lagerung t| A,— N*) bezeichnen: = 1,(t*(A)). Daher wird die von T (t(L)) 
reprasentierte analytische Homologieklasse vermége tT, nicht auf die Nullklasse 
abgebildet. — Satz 1.18 ist bewiesen. 


§ 2. Holomorphe Abbildungen algebraischer Flichen auf algebraische Kurven 


1. Im ersten Paragraphen haben wir gesehen, da8 ein vollstandiger Durch- 
schnitt V,,k = 3, keine nicht konstanten dimensionserniedrigenden holo- 
morphen Abbildungen zuléBt. Fiir den Fall k= 2 liegen die Verhaltnisse 
komplizierter, wie sich im folgenden zeigen wird. Wir benétigen einige Hilfs- 
saitze, die wir in etwas allgemeinerer Form als fiir unsere Zwecke unbedingt 
erforderlich vorausschicken. 

Es sei X, ein komplexer Raum und Y,, 0 <= e = k—1, eine komplexe 
Untermannigfaltigkeit von X,, die nur aus gewohnlichen Punkten von X, 
besteht. Durch Anwendung des Hopfschen o-Prozesses auf X, entlang Y, 
gewinnt man aus X, einen neuen komplexen Raum X,, der vermége einer 
holomorphen Abbildung o auf X, bezogen ist. o(Y,) ist eine (k — 1)-dimen- 
sionale komplexe Untermannigfaltigkeit Y, von X,, ist biholomorph 
auBerhalb Y,,_,; Y,-, selbst ist beziiglich o|Y,_, ein holomorphes Faser- 
biindel tiber Y, mit P,_,_, als typischer Faser. Im folgenden wird der skizzierte 
Sachverhalt kurz dadurch beschrieben, daB wir sagen: das Paar (X, ¥) geht 
aus dem Paar (X, Y) durch Anwendung des c-Prozesses entlang Y hervor. 
Wir notieren zunachst : 

Hilfssatz 2.1: Es sei X,, eine komplexe Mannigfaltigkeit, Y, und W,.,, seien 
komplexe Untermannigfaltigkeiten von X,, Y,C W,.,,0S5 es k—1; das 
Paar (X,¥) gehe aus dem Paar (X, Y) durch Anwendung des o-Prozesses 
entlang Y hervor. Dann ist die abgeschlossene Hiille von o(w— Y) in X eine 
komplexe Untermannigfaltigkeit W,,, von X und o|W: W-—- W eine biholo- 
morphe Abbildung. 

Beweis: Wir diirfen ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, 
daB X eine Polyzylinderumgebung des Nullpunktes des C,,(z,,...,z,) ist, 
und daB Y bzw. W in X durch die Gleichungen z, = - - - = z,_,= 0 bzw. z,="": 
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= Ogegeben werden. Sind nun y,,..., homogene Koordinaten 
in P,_,-,, so wird X im Produktraum X x P,_,_, durch die Gleichungen 


tj=1,...,k—e 
gegeben und a ist die Beschrinkung der natiirlichen Projektion X x P,_,-,>X 
auf X. Y ist der Durchschnitt von X mit der in X x P,_,_, analytischen 
Ebene z, = - + - = z,_,= 0. Aus den Gleichungen fiir W in X und denen fiir X 
in X x P,_,-, folgt, daB die Menge o(W — Y)cX aus allen Punkten 
(2, +> Yar + +> Ye—e) X X Py_,_, besteht, fiir die gilt: 
= = 0, = = = 9, = 1. 

Die abgeschlossene Hiille von o(Ww — Y) in X& ist daher die Menge 

= 0, 1}. 

W ist in X x P,_,-, das Produkt einer (e + 1)-dimensionalen analytischen 
Ebene in X mit einem Punkt von P,_,_, und mithin eine (e + 1)-dimensionale 
komplexe Untermannigfaltigkeit von X. Es ist klar, daB o | W eine biholo- 
morphe Abbildung von W auf W definiert. 

Bemerkung: Allgemeiner laBt sich folgendes beweisen: Es sei X, eine kom- 
plexe Mannigfaltigkeit; Y,, W, seien komplexe Untermannigfaltigkeiten von 
X,, Y,c Wy, OS e< k—1, e<f; das Paar (X, ¥) gehe durch Anwendung 
des o-Prozesses aus (X, Y) entlang Y hervor. Dann ist die abgeschlossene Hiille 
von o(W— Y) in X eine komplexe Untermannigfaltigkeit W, von X derart, 
dag aus (W, Y) durch Anwendung des o-Prozesses entlang Y 
entsteht. 

Wir betrachten nun im P,, einen festen linearen Teilraum E£,_,, d > 0. 
Die Gesamtheit aller d-dimensionalen linearen Teilraume durch E,_, werde 
mit P(£,_,) bezeichnet; P(E£,_,) ist in natiirlicher Weise mit der Struktur 
eines (n — d)-dimensionalen komplex-projektiven Raumes versehen. Es seien 
Yo. +> homogene Koordinaten im P(E£,_,) und 2, ..., x, homogene 
Koordinaten im P,, so daB E,_, durch die Gleichungen x,= x, = = 
gegeben wird. Ordnet man dann jedem Punkt (2p, ..., z,) € P, — E4g_, den 
Punkt 

als Bildpunkt zu, so wird ersichtlich eine holomorphe Abbildung 2 von 
P,,— E,_, auf P(E,4_,) definiert. Die Fasern von a sind gerade die Z,_, ent- 
haltenden d-dimensionalen linearen Teilréume von P,, (geschnitten mit 
P,, — Ey_,); P»— ist iiberdies beziiglich ein holomorphes Faserbiindel 
iiber P(£,_,) (mit C, als Faser). Es gilt nun: 

Hilfssatz 2.2: Das Paar (P,,, M) entstehe aus (P,,, E,-,) durch Anwendung 
des o- Prozesses entlang E,_,. Dann gibt die holomorphe Faserabbildung x: P,, — 
— E,_,> P(Eq_,) im eindeutiger Weise zu einer holomorphen Abbildung 
%: P,—+ P(E,_,) AnlaB, so M=200. P,, ist beziiglich % ein 
holomorphes Faserbiindel iiber P(E,_,) mit P, als Faser. 
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Beweis: Die Abbildung 2: P,,— E,_,— P(E4_,) wurde durch die Glei- 
chungen 


(2g, > (Yor + Yaa)? = (or 
definiert, Wo . . ., homogene Koordinaten im P(£,_,) und 2p, . . ., 
homogene Koordinaten im P,, sind, so daB gilt {a = +++ = 


Der Graph von a wird daher durch die Gleichungen 
— VY; 0, i,j= 0, 


gegeben. Diese Gleichungen definieren aber genau P, als komplexe Unter- 
mannigfaltigkeit von P, x P(£,-,). Die Beschrankung der natiirlichen 
Projektion von P,, x P(E,4_,) > P,, auf P,, ist gerade die Abbildung o, wahrend 
die Beschrankung der natiirlichen Projektion von P,, x P(E4_,) > P(E4-,) 
auf P,, die gesuchte Abbildung  liefert, q. e. d. 

2. Wir beweisen nun einen Satz, der in gewissen Fallen die Existenz nicht 
konstanter dimensionserniedrigender holomorpher Abbildungen liefert. 

Satz 2.3: Es sei Ay, d > 0, ein irreduzibler, nicht linearer komplexer Unter- 
raum des P,,, es gebe einen linearen Raum E,_,, der in Ag enthalten ist und nur 
aus gewohnlichen Punkten von Aq besteht. Ordnet man dann jedem Punkt 
x € Ay— Ey_, den d-dimensionalen linearen Verbindungsraum von x mit Ey_, 
zu, so wird eine nicht konstante holomorphe Abbildung t : Ag— P(E4-) 
definiert, die zu einer holomorphen Abbildung t: Ag P(E,_,) fortsetzbar ist. 
Fiir jeden Punkt x ¢ Ey_, ist t(x) der Tangentialraum an A, in x. 

Beweis: Es gilt t = 2|A,— Ey_,, daher ist ¢ holomorph. Da A, nicht 
linear ist, so ist t nicht konstant. Um ¢ in E,_, fortzusetzen, wenden wir auf 
P,, langs E,_, den o-ProzeB an, sei P,, die entstehende neue komplexe Mannig- 
faltigkeit und o: P,,— P,, die Modifikationsabbildung. Nach Hilfssatz 2.1, 
angewandt auf eine n-dimensionale Umgebung X von £,_,, finden wir einen 
komplexen Unterraum A, in P,, so daB ¢:=|A, eine biholomorphe Ab- 
bildung von A, auf A, definiert. Wir setzen nun t := % 0 o~', wo # die natiir- 
liche Faserabbildung von P,, auf P(£,_,) bezeichnet (Hilfssatz 2.2). r bildet 
A, in P(E,_,) ab, ersichtlich gilt t| A,— Ey_,= T. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB fiir jeden Punkt x ¢ E,_, der Bildpunkt t(2x) 
der Tangentialraum an A, in z ist. Wir wahlen eine algebraische Kurve K 
in A,, die x als gewohnlichen Punkt besitzt. Es sei t die Tangente an K in z, 
offenbar kénnen wir K so wahlen, daBt ¢ £,_,. Seinun z,¢ K — E,_, eine gegen 
x konvergierende Punktfolge, sei t, die Verbindungsgerade von x, mit x. Da die 
Geraden t, gegen die Gerade t konvergieren, so konvergieren die Ebenen t(z,), 
die von E£,_, und t, aufgespannt werden, gegen die von E,_, und t aufgespannte 
Ebene. Das aber ist gerade die Tangentialebene an A, in x. — Satz 2.3 ist 
bewiesen’). 

Folgerung 2.4: Es sei Ag, d > 0, ein irreduzibler, nicht linearer komplexer 
Unterraum des P,,, n < 2d, derart, dap jede dimensionserniedrigende holomor phe 


%) Satz 2.3 kann natiirlich auch dadurch bewiesen werden, daB man (unter Vermeidung 
des o-Prozesses) t(x) in allen Punkten x ¢€ £,_, als den Tangentialraum an A, in x 
definiert und zeigt, daB diese Abbildung t: A,—> P(E,_,) stetig ist. 
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Abbildung von A, konstant ist. Dann enthélt jeder lineare Teilraum P4_,C Ay 
singuléire Punkte von Ay. Ist insbesondere A, singularititenfrei, so enthilt A, 
iiberhaupt keine (d — 1)-dimensionalen linearen Teilriiume. 

Es folgt z. B. in Verbindung mit den in § 1 gewonnenen Aussagen (die jeden- 
falls fiir Hyperflachen gelaiufige Tatsache), da8 ein nicht linearer vollstandiger 
Durchschnitt Vz im P,, d = 3, n < 2d, keine (d — 1)-dimensionalen linearen 
Teilriume enthalt. Natiirlich kann V, sehr wohl (d — 2)-dimensionale lineare 
Teilraume enthalten. Im Falle n = 4, d = 3 enthalten z. B. alle Quadriken im 
P, stets Geraden. 

Mit Riicksicht auf eine spitere Anwendung beweisen wir noch 

Satz 2.5: Jede Hyperfliiche H2">* im P,, n = 2, enthiilt wenigstens eine 
Gerade),. 

eweis: Sei g:= 2n—3, 8:= ( ‘ )- 1. Wir fassen die Hyperflichen 
H*_,c P,, in bekannter Weise als Punkte eines P, auf. Es sei weiter R die 
(2 — 2)-dimensionale Grassmannsche Mannigfaltigkeit der Geraden des P,,. 
Fir jeden Punkt r ¢ R betrachten wir die Menge y(r) aller ,,Hyperflachen“ 
h € P,, welche die ,,Gerade“ r enthalten. y(r) ist ein (s — g— 1)-dimensionaler 
linearer Unterraum von P,, wie man sofort verifiziert, wenn man homogene 
Koordinaten 2», ..., %, im P, so wahlt, daB die ,,Gerade“ r durch die Glei- 
chungen {x,= +--+ = 0} gegeben wird. Durch die Zuordnung r— y(r) 
wird eine algebraische Korrespondenz y zwischen R und P, definiert. Es sei G 
der Graph von y in R x P,, es seien 2, bzw. 2, die natiirlichen Projektionen 
von G in R bzw. P,. G ist eine algebraische Menge in R x P,, und zwar beziig- 
lich 2, ein holomorphes Faserbiindel iiber R mit P,_,_, als typischer Faser. 
Daher ist G insbesondere irreduzibel und es gilt dimG = dimR + s—g—1=s. 

Wir setzen nun V := y(R) = 2,(G@). Unser Satz besagt: V = P,. Um das 
zu beweisen, geniigt es auf Grund allgemeiner Abbildungssitze, da G irredu- 
zibel ist, ein h ¢ V anzugeben, so daB die Faser 7 (h) einen isolierten Punkt 
besitzt. Wir miissen also eine Hyperfliche H2";* des P,, finden, die eine isolierte 
Gerade enthalt. Wir behaupten (vgl. [33]): 

n—2 


definierte Hyperfliche A’, enthélt genau eine Gerade ro, die nicht die 2-codimen- 
sionale Ebene E := {x y= x,= 0} schneidet. — Diese Gerade r, liegt dann not- 
wendig isoliert in A%_,, denn jede Gerade in der Nachbarschaft von r, wiirde 
ebenfalls E nicht schneiden. 

Sei r irgendeine Gerade des P,,, so daB rc = Ist (&,) baw. 
(y,) der Schnittpunkt von r mit {x2 = 0} bzw. {x, = 0}, so gilt (&,) + (,); 
daher wird r durch die Gleichungen x)= 2% = Abo4,+ 
+ ¥ = 0,...,n— 2, A, wu homogene Parameter, gegeben. Wegen r = ¢ 
darf man noch m= §,=1 setzen. Da rc A%_,, so muB das Polynom 


1°) Dies ist ein Spezialfall eines Satzes von B. L. van DER WAERDEN [33], dessen 
Beweis wir hier der Vollstandigkeit halber wiedergeben. 


, 
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n—2 
identisch verschwinden. Das ist aber nur 
0 


moglich, falls 0 fiir alle = 0,...,— 2. r wird also durch die 
Gleichungen 2% = pu, %,= A, = x, = 0 gegeben und ist folglich ein- 
deutig bestimmt. — Satz 2.5 ist bewiesen. 

Anmerkung: Der Beweis von Satz 2.5 zeigt, daB ,,fast alle‘‘ Hyperflachen 
—s" des P,, auch nur endlich viele Geraden enthalten. Uber deren Anzahl 
gibt es klassische Ergebnisse von H. Scuusert ([29], p. 71); z. B. enthalt die 
,,allgemeine“ Hyperfliche H$ des P, genau 2875 verschiedene Geraden, von 
denen sich zwei verschiedene niemals schneiden (vgl. [33]). 

Die Aussage von Satz 2.5 gilt iibrigens sogar fiir alle Hyperflachen H%_, 
des P,, mit a < 2n — 3; der obige Beweis iibertragt sich unmittelbar (vgl. [33]). 

3. Wir zeigen jetzt, daB es viele vollstaéndige Durchschnitte der Dimension 2 
gibt, die nicht konstante dimensionserniedrigende holomorphe Abbildungen, 
d. h. Abbildungen auf algebraische Kurven, gestatten. 

a) Quadriken. — Jede nichtsingulare Quadrik Q, im P; ist als Produkt des 
P, mit sich selbst holomorph auf den P, abbildbar. (Dies folgt natirlich auch 
aus Satz 2.3, da Q, unendlich viele Geraden enthilt.) 

b) Kubiken. — Auf jeder singularitatenfreien Kubik im P, gibt es nach Satz 
2.5 wenigstens eine Gerade. Nach Satz 2.3 gestattet also jede singularitatenfreie 
Kubik im P, holomorphe Abbildungen auf den P,. 

c) Determinantenflichen. — Durch die Gleichung 


24—2zi+ 


wird im P (zo, 2;, 2, 23) fiir jede natiirliche Zahl q > 1 eine nicht lineare singu- 
laritatenfreie Fliche gegeben. enthalt die Gerade z)= z,, 23. Nach 
Satz 2.3 gibt es also auf jeder Flache F$, q > 1, nicht konstante meromorphe 
Funktionen ohne Unbestimmtheitsstellen. 

Wir nennen eine algebraische Flache im P, eine Determinantenflache, wenn 
sie singularitatenfrei ist und ihre definierende Gleichung in Form einer Deter- 
minantengleichung 

6,8=1,...,8, 


geschrieben werden kann, wobei f;,, . . . , {;, homogene Polynome gleichen Grades 
g; > Osind, i= 1,..., 8. Die in ec) definierten Flachen F3, g > 1, sind Beispiele 
von Determinantenflachen, denn sie werden offenbar durch die Determinanten- 
gleichung 
2 — 2% %— 2s 
\Pa-1 (22s 23) Pq—1 21) 
WO v):= u*vi-1—* homogen vom Grade g—1> 0 ist, gegeben. 


a=0 
Der folgende Satz zeigt, daB die Beispiele in c) notwendig Determinantenflachen 
sein muBten. 
Satz 2.6: Ist die singularititenfreie algebraische Fliche F, im P, keine Deter- 
minantenfliche, so gibt es keine holomorphen Abbildungen von F, auf algebraische 
Kurven. 
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Die Aussage folgt unmittelbar aus einem Satz von M. Norruer ({2], p. 131), 
der besagt, daB auf einer singularitatenfreien algebraischen Flache F, im P,, die 
keine Determinantenfliche ist, jede algebraische Kurve der genaue Durch- 
schnitt von F, mit einer algebraischen Flache des P, ist"). Dies bedeutet aber, 
daB die 2-te analytische Bettische Zahl von F, eins ist. Unsere Behauptung 
folgt daher aus Satz 1.3. 


Es ist bekannt ({2], p. 117), daB die Determinantenflichen F$, q = 4, im P, 


eine echte Teilvarietaét des Py, N: = ‘ : *)— 1, ausmachen, wenn man die 


Gesamtheit aller algebraischen Flachen des P, der Ordnung q in bekannter 
Weise als einen projektiven Raum Py auffaBt. Aus Satz 2.6 folgt daher: 

Die ,,allgemeine“ singularititenfreie algebraische Fliche Fim P, der Ordnung 
q = 4 ist nicht holomorph auf eine algebraische Kurve abbildbar. 

d) Vollstindige Durchschnitte zweier Quadriken im P,. — Wir wollen zeigen: 

Ist die singularitatenfreie algebraische Fliche F der vollstiindige Durchschnitt 
zweier Quadriken im P,, so gilt: 

(1) F ist nicht zu einer singularititenfreien algebraischen Fliche im Py, 
homéomor ph. 

(2) F entsteht aus dem P, durch jeweils einmalige Anwendung des o- Prozesses 
auf fiinf verschiedene Punkte des Py. 

Aus (2) ergibt sich insbesondere, daB F holomorph auf den P, abbildbar ist. 
Durch Anwendung des o-Prozesses auf einen einzigen Punkt des P, entsteht 
naimlich bereits ein holomorphes Faserbiindel P, iiber dem P,. Offenbar ist F 
holomorph auf P, abbildbar und deswegen auch auf den P,. 

Zum Beweis der Aussage (1) ziehen wir folgenden Hilfssatz heran: 

Hilfssatz 2.7: Die algebraische Fliche F, im P,., r = 1, sei der vollstindige 
Durchschnitt von r Hyperfliichen H™.,,...,H%,, der Ordnungen 
Dann gilt fiir die Euler-Poincarésche Charakteristik 7(F,) von F, die Gleichung 


y(F.)=2+ 6,(F,) =a... (a,—1)(a4,—1)+ (3—n)}. 
e=1 lse<osr 

Beweis von Hilfssatz 2.7: Da F, nach Hilfssatz 1.10 einfach zusammen- 
hangend ist, so folgt die Gleichung y(F,) = 2+ 6,(F,) unmittelbar. Der 
Polynomausdruck fiir 7 (F’,) selbst errechnet sich aus einer Formel von F. Hrrze- 
BRUCE (vgl. [17], p. 465). 

Die obige Aussage (1) ist nun leicht zu bestatigen : die Euler- Poincarésche Cha- 
rakteristik einer singularitatenfreien algebraischen Flaiche der Ordnung g im P, 
bzw. eines vollstandigen Durchschnittes zweier Quadriken im P, errechnet sich 
nach vorstehender Formel zu g*— 4g*+ 6g bzw. 8. Dadie Gleichung g*—4g*+6g=8 
ersichtlich keine ganzzahligen Lésungen hat, so folgt die Behauptung (1). 

Zum Beweis der Aussage (2) sei F der vollstandige Durchschnitt der Qua- 
driken Q und R des P,. Es ist bekannt (vgl. z. B. [19], p. 366), daB F wenigsterns 
eine Gerade g enthalt. Nach Satz 2.3 gibt es daher eine natiirliche nicht kon- 

3) Wir ‘sagen, daB eine algebraische Kurve K auf F, der genaue Durchschnitt von F, 


mit einer algebraischen Flaiche G,C P, ist, wenn G, - F,= K und jede irreduzible Kom- 
ponente von F, die Multiplizitat 1 hat. 
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stante holomorphe Abbildung t :F + P,, die wie folgt beschrieben wird: Man 
identifiziert den P, mit dem Raum P(g) der 2-dimensionalen Ebenen E im P, 
durch g und ordnet jedem Punkt p ¢ F — g die Ebene durch p und g zu, wihrend 
fiir p € g die Tangentialebene an F in p der Bildpunkt ist. Wir wollen zeigen, 
daB rt eine Modifikationsabbildung ist. Dazu bestimmen wir zu jeder Ebene 


E ¢€t(F) das Urbild T (EB). Da E weder in Q noch in R enthalten sein kann 
(z. B. nach Folgerung 2.4), so gibt es zwei Geraden h und k im P,, so dab 
EnQ=q9gVUh, EXAR=gq Uk. Die Menge T(E ) besteht daher genau aus der 
(i.a. einpunktigen) Menge hn kr\ (F—g) sowie aus allen Punkten von g, in denen 
E tangential an F ist. Wir untersuchen nun die verschiedenen méglichen Faille. 

a) g=h+k: Dann liegt ho k auf g. E ist tangential an Q lings g und 
tangential an R in g k™). Daher ist tangential an F genau ing k. Es folgt: 
7 (B) =g\k,d.h. T (BE) ist einpunktig. 

a’) g=k+h: In derselben Weise wie in «) folgt jetzt T(E) =grvh. 

B) g+hg+k h+k,gonh=qok: Es gilt wieder ho kg. E ist tan- 
gential an F genau in g 4 h. Also folgt T (ZE)=gnh. 

kh Jetzt liegt ho k auBerhalb g. Da E 
in keinem Punkt von g tangential an F ist, so folgt: ¥ (Z)=hork. 

6) g+h,h=k: Genau der Punkt von k = h liegt auf g. In ist in- 
dessen £ tangential an F’. Daher folgt jetzt 7 (E)=h, ah. 7 (E) ist eine Gerade. 

€) g=h=k: Dannist £ tangential an F iiberall langs g, daher folgt Tr (£)=g. 

Somit hat sich ergeben: t :F — P, ist eine surjektive holomorphe Abbildung, 
die Fasern sind einpunktig oder bestehen aus singularitatenfreien rationalen 
Kurven in F. Hieraus folgt nach allgemeinen Satzen (vgl. [14]), daB es endlich 


viele Punkte 2,,..., P, gibt, so daB T (a,) jeweils ein singularitatenfreier 

8 

P, in F ist undt U eine biholomorphe Abbildung von F— ( U 
o= 

auf P,— U %. ist. Aus dem Hopfschen Einzigkeitssatz fiir den o-ProzeB 


(vgl.[22]) ergibt sich schlieBlich, daB F aus P, durch Anwendung des o-Pro- 
zesses in den s Punkten 2, ..., x, entsteht!*). Nun wissen wir nach Hilfssatz 


#2) Hier und in £)—e) benutzen wir die folgende Tatsache (die Spezialfall eines allge- 
meineren Satzes ist): Hine Ebene E ist genau dann tangential an eine singularitdtenfreie 
Quadrik S im P, in einem Punkte s, (d.h. E liegt im Tangentialraum an S in 8,), wenn die 
Quadrik E 7-\ 8 in zwei durch 8, laufende (nicht notwendig voneinander verschiedene) Geraden 
zerfallt. — Der Beweis folgt durch Nachrechnen. 

18) Wir haben bisher im Beweise von (2) nur benutzt, daB F der mengentheoretische 
Durchschnitt zweier singularitétenfreier Quadriken des P, ist. Jede solche Flache F ent- 
steht also aus dem P, durch Aufblasen endlich vieler Punkte. — Der Fall ¢) kann bei voll- 
standigen Durchschnitten iibrigens nie vorkommen: Die Ebene # ware dann namlich in 
simtlichen Tangentialraumen Q, bzw. R, an Q bzw. R in den Punkten p ¢€g enthalten. 
Da eine 3-dimensionale Ebene des P, héchstens in einem Punkte an eine singularitatenfreie 
Quadrik des P, tangential sein kann und der Raum P(Z£) aller 3-dimensionalen Ebenen 
im P, durch £ die Struktur eines P, tragt, so miiBte also gelten: {Q,, p € g} = {R,, p € g} 
= P(E). Vermége der Zuordnung Q,—> R, wird aber eine holomorphe Abbildung von P(2) 
auf sich definiert, die mindestens einen Fixpunkt haben muB. Also gabe es einen Punkt 
p €gmit Q, = R,, was laut Definition eines vollstandigen Durchschnittes ausgeschlossen ist. 
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2.6, daB die 2. Bettische Zahl von F gleich 6 ist. Andererseits mu8 gelten 
b,(F) = s + 1 (man benutze z. B. Hilfssatz 3.4). Daher folgt s = 5, w. z. b. w. 


Die itiber F gemachten Aussagen lassen sich noch wie folgt erganzen: 

(3) es sind niemals drei der fiinf Punkte x,, . . ., x; kollinear. 

(4) F enthdlt genau 16 verschiedene Geraden, von denen jede von 5 weiteren Geraden 
geschnitten wird. 

Den Beweis stiitzen wir auf folgende Charakterisierung der Geraden von F: 

Jede Gerade auf F hat den Selbstschnitt —1; umgekehrt ist jede irreduzible singularitdten- 
freie Kurve K auf F mit negativem Selbstschnitt eine Gerade (im P,). 

Beweis: Durch zweimalige Anwendung der Whitneyschen Multiplikationsformel fiir 
Chernsche Klassen folgt zunichst (in ahnlicher Weise wie im Beweise von Hilfssatz 4.6): 
c,(F) = h, wo h € H*(F,Z) das Bild des natiirlichen Generators von H*(P,,Z) beziiglich 
der natiirlichen Einbettung i:F — P, ist. Ist nun p das Gesehlecht von K und q die 
Ordnung von K im P,, so folgt hieraus durch nochmalige Anwendung der Multiplikations- 
formel: 

q=2—2p+KoOK, 


wo K o K fiir den Selbstschnitt von K steht. Diese Gleichung lehrt aber, daB K 0 K < 0 
genau dann auftritt, wenn p = 0,q = 1, d. h. wenn K eine Gerade im P, ist. Alsdann 
gilt sogar K O K = —1. 

Nunmehr folgt (3) unmittelbar: Lagen naimlich drei der Punkte 2,,..., x; auf einer 
Geraden | des P;, so enthielte 7 eine irreduzible singularitétenfreie Kurve S mit 
S o SS — 2, was nach vorstehendem nicht médglich ist. 

Aus der Beschreibung der Abbildung t in «) — e) folgt, daB jede Gerade g von F genau 
von fiinf weiteren Geraden auf F geschnitten wird, denn die g schneidenden Geraden und 
nur diese werden vermége t auf einen Punkt abgebildet (beachte: r(g) ist niemals ein- 
punktig, da der Fall e) nach FuBnote ™) nicht auftreten kann). 

Sei nun g fest gewahlt, seien h,, ..., h, die fiinf weiteren g schneidenden Geraden, sei 
t(hg) = 2g. Ist dann h irgendeine Gerade in F,h + h,,o = 1,..., 5,80 ist r(h), dah jede 
Gerade h,,..., hs in héchstens einem Punkt transversal schneidet, eine irreduzible singulari- 
tatenfreie rationale Kurve im P,. Ist ¢ die Ordnung von t(h), g = 1,2, und geht r(h) etwa 
durch a der fiinf Punkte z,,0S a< 5, so folgt: hoh = q*— a. Da andererseitsh Oh =—1, 
so sind also nur die beiden Fille q = 1, a = 2 und g = 2, a = 5 méglich. Der letztere Fall 
liegt vor, falls A = g. Im ersten Fall ist r(h) eine Gerade im P, durch zwei der fiinf Punkte 
Xq- Da es 10 solche Geraden gibt und jede derselben auch wirklich das t-Bild einer Geraden 
auf F ist, so folgt die Behauptung (4)"*). 


4. In allen obigen Beispielen a) bis d) von holomorphen Abbildungen 
2-dimensionaler vollstaéndiger Durchschnitte auf algebraische Kurven ist die 
Bildkurve ein P,. Ferner sind mit Ausnahme des Beispiels a) die konstruierten 
Abbildungen niemals regular’). All dieses ist kein Zufall, denn es gilt: 

Satz 2.8: Die singularititenfreie algebraische Fliche F sei ein vollstindiger 
Durchschnitt im P,,, es sei 2:F + K eine holomorphe Abbildung von F auf eine 
algebraische Kurve. Dann ist K rational. 

Ist x tiberdies regulir, so ist F als Quadrik P, x P, in einem linearen P, < P,, 
enthalten, und x ist eine der natiirlichen Projektionen von P, x P, auf P,. 

44) Fiir den Fall, daB F der Durchschnitt zweier ,,allgemeiner“’ Quadriken des P, ist, 
sind alle oben gemachten Bemerkungen klassisch. Vgl. etwa: J. G. Sempie und L. Rorn: 
Introduction to algebraic geometry; Oxford University Press 1949, insbesonders p. 141. 

15) Eine holomorphe Abbildung t : X — Y heiBt regular, wenn X, Y komplexe Mannig- 
faltigkeiten sind und in jedem Punkt x ¢ X der Rang der Funktionalmatrix von t mit 
min (dim X, dim Y) iibereinstimmt. 
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Wir beweisen zunachst 

Lemma 2.9: Es seien X, Y komplexe Riume, X habe eine endliche Fundamen- 
talgruppe. Es sei t:X + Y eine eigentliche surjektive holomorphe Abbildung. 
Dann ist auch die Fundamentalgruppe von Y endlich**). 

Beweis: Es seien X bzw. Y die universellen Uberlagerungsraume von X 
bzw. Y, die wir uns mit der kanonischen komplexen Struktur versehen denken ; 
es seien € bzw. 7 die natiirlichen holomorphen Projektionen auf X bzw. Y. 
Nach Voraussetzung liegt X endlich-blattrig iiber X, daher ist £ eigentlich. Die 
Abbildung t kann zu einer holomorphen Abbildung ¢:X — Y geliftet werden, 
so daB 0 f=1 0 &. Wir zeigen zunichst, daB surjektiv ist. Fiir jede Menge 
gilt E)"1((R)): ist namlich # ¢ 7(R), so folgt sofort 
© (#) € n(R), dh. 0 &) € m(R), deh. # € (x Fir eine 
kompakte Menge Kc Y ist wegen der Eigentlichkeit von t und & auch 
(ro kompakt. Daher ist wegen obiger Inklusion auch 
kompakt, so daB ¢ eine eigentliche Abbildung ist. ¢(X) ist alsdann eine analyti- 
sche Menge in Y. Da ( 0 #)(X) = Y und Y mit Y gleichdimensional ist, so 
muB sogar gelten = Y. 

Um nun zu zeigen, daB Y eine endliche Fundamentalgruppe hat, geniigt es, 
yn als eigentlich nachzuweisen. Dazu geniigt es wieder zu zeigen, da8 
7 (K) C #((t o €)-1(K)) fiir alle Kc Y, denn fiir kompaktes K folgt hieraus 
die Kompaktheit von 7 (R). Sei also 7 € " (K). Da ¢ surjektiv ist, so gibt es 
einen Punkt # ¢ X mit = es folgt daher (7 © (#) K,d.h. (rt &) (#) 
d.h. 0 €)*(K). Daraus ergibt sich aber 0 w.z. b. w. 

Anmerkung: Ist im obigen Lemma X insbesondere einfach-zusammen- 
hangend, so braucht Y natiirlich nicht einfach-zusammenhangend zu sein. Als 
einfaches Beispiel betrachten wir im P,,(2,, .. ., = 3, + 2 Primzahl, 
die durch die Gleichung 


definierte singularitatenfreie Hyperfliche H, die nach Hilfssatz 1.10 einfach- 
zusammenhangend ist. Ist e eine primitive (n + 2)-te Einheitswurzel, so wird 
durch die Zuordnung 


eine lineare Transformation o des P,, auf sich definiert. Die ganzzahligen Poten- 
zen von o formen eine zyklische Gruppe der Ordnung » + 2. Die Fixpunkte 


eines jeden Elementes o*, k= 1,...,n + 1, sind, da n + 2 eine Primzahl ist, 
genau die (n + 1) Punkte (1,0, ...,0),..., (0,..., 0,1). Es gilt nun o*(H) = H 
fiir alle k= 1,..., + 1. Da keine Transformation o* einen Fixpunkt auf H 


besitzt, so erzeugt also o| H eine zyklische Gruppe G der Ordnung n + 2 von 
Holomorphismen von H, die samtlich fixpunktfrei sind. Die komplexe Quotien- 
tenmannigfaltigkeit L :— H|G, die nach Hilfssatz 1.6 sogar projektiv-algebra- 
isch ist, besitzt folglich die Hyperfliche H als universelle Uberlagerung mit 
den Elementen von G als Decktransformationen. Die Fundamentalgruppe von 


18) Vgl. auch [28], p. 172, wo der dimensionsgleiche Fall betrachtet wird. 
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List daher zyklisch von der Ordnung n + 2, indessen ist vermége der natiirlichen 
Projektion H holomorph (und sogar lokal-topologisch) auf L abgebildet.!’) 

Folgerung 2.10: Es sei K eine singularititenfreie algebraische Kurve; es gebe 
einen kompakten komplexen Raum X mit endlicher Fundamentalgruppe und eine 
holomorphe Abbildung von X auf K. Dann ist K rational. 

Die Kurve K muB8 namlich nach Lemma 2.9 eine endliche Fundamental- 
gruppe haben. Das ist aber nur fiir rationale Kurven der Fall. 

Wir beweisen nun Satz 2.8. Es sei K* die Normalisierung von K und 
x:K*-—~ K die zugehérige holomorphe Projektion. z gibt in natiirlicher Weise 
zu einer holomorphen Abbildung 2*:F + K* AnlaB, so daB gilt x o a* = a. 
Da F als vollstandiger Durchschnitt einfach-zusammenhangend ist, so muB K* 
nach Folgerung 2.10 rational sein. Da K und K* vermége x birational aqui- 
valent sind, ist die erste Aussage von Satz 2.8 bewiesen. 

Zum Beweis der zweiten Aussage von Satz 2.8 diirfen wir auf Grund des 
vorangehenden fiir K den P, wahlen. Die Fasern von 2: F > P, sind notwendig 
zusammenhangend. Nach dem Faktorisierungssatz (§ 1.3) gibt es naimlich eine 
Riemannsche Flache G und (surjektive) holomorphe Abbildungen « :F > G, 
:G— P,, so daB a = o « und die Fasern von « simtlich zusammenhingend 
sind. G ist wieder ein P,, mit 2 ist auch # regular. Eine regulire holomorphe 
Abbildung des P, auf sich ist aber biholomorph. Daher haben z und « dieselben 
Fasern. 

Betrachten wir nun F und P, als differenzierbare Mannigfaltigkeiten und 
z als eine regulare differenzierbare Abbildung, so folgt aus einem Satz von 
Cu. EnRESMANN (vgl. [12], p. 31), daB F ein differenzierbares Faserbiindel 
iiber P, mit 2 als Projektion ist. Daher gilt fiir die Euler-Poincarésche Charak- 
teristik: = ~(H), wo H fir die typische Faser des Biindels steht. 
Ist etwa H eine Kurve vom Geschlechte p, so folgt: 7(F) = 4(1— p). Es sei 
nun F der vollstaéndige Durchschnitt von r Hyperflichen der Ordnungen 
a,...,@,im P,,.,r = 1,n =r 2. Dann folgt aus Hilfssatz 2.7 


4(1— p) =a... @,° 2 — 27 + (@.—1) (a,—1) + (8—7)}. 


lse<osr 
Eine elementare Rechnung zeigt, daB der Ausdruck in der geschweiften 
Klammer fiir alle a,,...,a,2 1 stets mindestens 2 ist. Daraus folgt zuniachst 


p = 0 und weiter a, = 1 fiir alle a, bis auf eines, welches 2 sein muB. Dies be- 
deutet aber, daB F der vollstaéndige Durchschnitt von (r— 1) Hyperebenen 
und einer Quadrik ist. Es bleibt zu zeigen, daB a eine der beiden natiirlichen 
Projektionen von F = P, x P, auf P, ist. Die ,,horizontalen* bzw. ,,vertikalen* 
Geraden von P, x P, reprasentieren zwei Homologieklassen » bzw. ¢ von 
H,(F.Z), die eine Basis von H,(F,Z) bilden. Es gilt 7? =  =0, nf = 1, 
ferner ist jede analytische Kurve K in F, deren Homologieklasse ein Vielfaches 
von 7 bzw. ¢ ist, aus Schnittzahlgriinden eine horizontale bzw. vertikale 
Gerade. Sei nun D irgendeine Faser von z und 6 = an + b¢, a, b € Z, die von 
D reprasentierte ganzzahlige Homologieklasse. Aus 6? = 0 folgt sofort 2ab = 0, 


7) Vel. hierzu auch [13], p. 94. 


. ¥ 
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d. h. a = 0, oder b = 0. Ist etwa b = 0, d. h. ist D eine horizontale Gerade in F, 
so miissen aus Schnittzahlgriinden auch alle weiteren Fasern von z horizon- 
tale Geraden in F sein, w. z. b. w. 


§ 3. Beispiele algebraischer Flichen F mit b$(F) > 1, 
die nicht holomorph auf algebraische Kurven abbildbar sind 


1. Alle im §1 beschriebenen algebraischen Mannigfaltigkeiten A,, d > 0, 
die keine dimensionserniedrigenden nicht konstanten holomorphen Abbildun- 
gen gestatten, haben 1 als (2d — 2)-te analytische Bettische Zahl. Im folgenden 
werden wir zeigen, daB es auch algebraische Mannigfaltigkeiten A, mit 
b$4—2(Ag) > 1 gibt, fiir die jede dimensionserniedrigende holomorphe Abbil- 
dung konstant ist. 

Zuniachst fiihren wir eine Redeweise ein, die eine bequeme Formulierung 
unseres Ergebnisses erméglicht. Es sei V eine komplexe Mannigfaltigkeit und p 
ein Punkt in V. Wir wollen sagen, da8 die komplexe Mannigfaltigkeit V aus V 
durch k-fache Anwendung des o-Prozesses in p hervorgeht, wenn es k + 1 Paare 


(Vo, Wo), (Vis (Vis We) 


komplexer Mannigfaltigkeiten gibt mit folgenden Eigenschaften: 

(1) Es gilt (Vo, W,) = (V, p) und V, = VP. 

(2) Zu jedem x=0,...,k—1 gibt es einen Punkt p,« W,, so daB 
(V4. W,4:) aus (V,, p,) durch Anwendung des o-Prozesses auf V, in p, 
hervorgeht. 

Sind p,,..., Pn € V verschiedene Punkte und geht V aus V durch jeweils 
k,-malige Anwendung des o-Prozesses in p, hervor, y = 1, .. .,, so werde zur 
Abkiirzung gesetzt: V = V < p,, ky, . - -, Pa» ky >. Weiter mége eine singulari- 
tatenfreie algebraische Flache im P, allgemein genannt werden, wenn sie keine 
Determinantenflache ist. 

Der Hauptzweck dieses Paragraphen ist nun der Beweis von 

Satz 3.1: Es sei F{C Ps eine allgemeine singularitatenfreie algebraische 
Fliche der Ordnung g; es seien p,, Pz, ps drei verschiedene Punkte von F%. 

a) Ist g=>5 keine Quadratzahl, so ist jede holomorphe Abbildung von 
F% <p, k>, k = 1,2, in eine algebraische Kurve konstant, indessen gilt: 


= k + 1. 


b) Ist g=7(mod8), so ist jede holomorphe Abbildung von FP := FE 
ky, Po» ke, Py, ks), = 1,2, in eine algebraische Kurve konstant, indessen 
3 


gilt: b8(F)=1+ k;. 
i=1 


i: 

2. Zum Beweise dieses Satzes mége zunichst an einige Begriffe erinnert 
werden. Ist M irgendeine komplexe Mannigfaltigkeit und L eine rein 1-codimen- 
sionale analytische Menge in M, so ist in jedem Punkt p ¢ L die Ordnung von L 
wie folgt definiert: Das Ideal L, aller in p holomorphen Funktionskeime, die in 
p auf L verschwinden, ist ein Hauptideal. Zwei erzeugende Elemente /,, /, von 


pte 
¥ 
. 
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I, unterscheiden sich nur durch eine Einheit in p, daher stimmen die Ordnungen 
von f, und f, in p tiberein (unter der Ordnung o,(/) einer in p holomorphen 
Funktion f versteht man bekanntlich den Grad des ersten in der Diagonal- 
reihenentwicklung von f um p vorkommenden, nicht identisch verschwindenden 
homogenen Polynoms; die Diagonalreihe ist dabei beziiglich irgendwelcher in p 
zentrierter komplexer Koordinaten zu nehmen). Unter der Ordnung 0,(Z) von 
L in p € L wird nun die Ordnung o,(/) eines erzeugenden Elementes von L,, 
verstanden. 

Von nun an sei M eine singularitatenfreie algebraische Flache. Sind d, und 
d, zwei Divisoren in M, die keine gemeinsamen Komponenten haben, so ist in 
jedem Punkt p ¢ d, die Schnittmultiplizitat v,(d,,d,) wohldefiniert (vgl. 


z. B. [34], p. 108 ff.). Die Zahl d,od,:= 3° ¥,(d,,d,) heiBt die algebra- 
ped, nd, 
ische Schnittzahl von d, und dy. 


Die Menge aller Divisoren in M bildet eine abelsche Gruppe D = Dy, es gibt 
kanonische Homomorphismen @ : 9 + H,(M, Z) bzw. 0:9 > H,(M, R). Es 
gilt O(d,) = O(d,) sicher dann, wenn d, und d, linear aquivalent sind. Ist die 
algebraische Schnittzahl der Divisoren d, und d, definiert, so gilt d,od, 
= O(d,) o O(d,), wo rechts die topologische Schnittzahl von O(d,) und 
@(d,) (beziiglich der natiirlichen Orientierung von M) steht. 

Ist M eine weitere singularitatenfreie algebraische Flache und 2: M > M 
eine holomorphe surjektive Abbildung, so gibt es einen natiirlichen Homo- 
morphismus % : Dy, Wir zeigen nun zuniachst 2 Hilfssatze. 

Hilfssatz 3.2: Es sei K eine algebraische Kurve in M, k sei der von K be- 
stimmte Divisor. Die komplexe Mannigfaltigkeit M entstehe aus M durch Anwen- 
dung des o-Prozesses in einem Punkt p ¢ K. Dann ist die abgeschlossene Hiille 
von o(K r\ (M — p)) eine algebraische Kurve R in M und es gilt, wenn wir mit 
k bew. t den von R baw. o (p) bestimmten Divisor bezeichnen: 


= k + 0,(K)t. 


Beweis: Es ist klar, daB K algebraisch in M ist. Wir wahlen eine Uber- 
deckung Uy, U;,... von M durch offene Mengen U,, so daB p € Uy, p ¢ U,, 
y = 1, und K 4 U, jeweils durch eine in U, holomorphe Funktion /, definiert 
wird. Der Divisor k ist dann durch die Verteilung {U,, /,} und der Divisor 


&(k) durch die Verteilung {o(U »)» f© o} gegeben. Man rechnet sofort nach, 
daB f,o , » => 1, genau auf K 4 7 (U,) in 1. Ordnung verschwindet, wahrend 
auf in 1. Ordrung und iiberdies auf o (p) in der Ordnung 
0,(fo) = 0,(K) verschwindet. Daraus folgt die Behauptung. 

Folgerung 3.3: Zu jedem Divisor d in M gibt es einen Divisor d in M und eine 
ganze Zahl m, so dap d= G(d) + mt. 

Hiljssatz 3.4: Die singularitétenfreie algebraische Fliche M entstehe aus M 
durch Anwendung des a-Prozesses in einem Punkt p « M. Dann gilt 


by(M) = by(M) +1 = +1. 
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Beweis: Die erste Gleichung ist ein Spezialfall von Satz 23 in [3], p. 270. 
Zum Beweis der zweiten Gleichung sei 5 irgendeine 2-dimensionale analytische 
reelle Homologieklasse in MW. Wir wahlen einen Divisor din M mit O(d) = 5. 
GemaB Folgerung 3.3 gilt eine Darstellung d = &(d) + mt, wo d ein Divisor in 
M ist. Mithin folgt: 5 = O(é(d)) + m O(t). Nun gilt aber 06 = o* O, wo o* 
den Hopfschen Umkehrungshomomorphismus bezeichnet. Jedes 6 ¢ H$(M, R) 
kann also in der Form 


5 = o* (6) + mt 


geschrieben werden, wo 6 H{(M, R), o*(6) € AY R) und t die vom 
Divisor ¢ definierte analytische reelle Homologieklasse ist. Da der Hopfsche 
Umkehrungshomomorphismus injektiv ist, so folgt : (1) < b$(1) < b$(M) +1. 
Wegen t ¢ o* (H,(M, R)) ergibt sich hieraus die Behauptung. 

Ist M irgendeine algebraische Flache und «:M — P, eine holomorphe Ab- 
bildung von M auf den P,, so sind die von den Fasern a (y), y € P,, bestimmten 
Divisoren (simtlich mit ihren natiirlichen Multiplizitaten versehen) unter- 
einander stets linear aquivalent. Sie bestimmen daher dieselbe Homologie- 
klasse 2 ¢ HY (M, R); es gilt A+ 0,A04=0. 

Wir beweisen nun Satz 3.1. Die gemachten Aussagen iiber die 2-ten analy- 
tischen Bettischen Zahlen ergeben sich unmittelbar aus Hilfssatz 3.4 und der 
Gleichung 63 (F$) = 1, die aus dem Satz von M. Nortuer folgt (vgl. § 2.3. c)). 
Wiirde nun etwa die Flaiche F’:= F{¢p,, 1) eine nicht konstante holomorphe 
Abbildung auf den P, gestatten’*), so gibe es ein 6’ ¢ H3(F’, R), so daB 
6’ + 0, 6’ o 6’ = 0. Es gibt einen Divisor d’ in F’ mit O(d’) = 6’. Nach Folge- 
rung 3.3 kann man d’ in der Form 6(d) + mt schreiben. Ist nun e der von einer 
allgemeinen Ebene auf F§ ausgeschnittene Divisor, so ist d auf Grund des 
Noetherschen Satzes zu einem ganzzahligen Vielfachen ne linear aquivalent. 
Daher gilt 6’ = n OG(e) + mO(t) und weiter 0 = [n OG(e) + m O(t)}*, wobei 
(n, m) + (0, 0). Es sei qg’ der natiirliche Generator von H,(F’, R). Da OG(e) 
und @(t) punktfremde Reprisentanten besitzen, so ist OG(e) o O(t) = 0-q’. 
Da ferner O(t) 0 O(t) = —q’, so folgt 0 = n?(OG(e))? — m?q’. 

Weiter haben wir 


(04 (e))? = O(e))? = o* (O(e)2) . 


Es gilt aber (O(e))* = gq beziiglich des natiirlichen Generators qg von 
H,(F%, R), da sich zwei allgemeine Ebenen des P; auf F} in genau g Punkten 
einfach schneiden. Mithin folgt, wenn man noch o* (q) = q’ beriicksichtigt: 


0 = 

18) F ist nach Hilfssatz 1.10 einfach-zusammenhangend. Da F’ aus F durch Anwendung 
des o-Prozesses entsteht, so ist auch F’ einfach-zusammenhangend. Nach Folgerung 2.10 
kommen mithin als holomorphe Abbildungen von F’ auf algebraische Kurven nur Abbil- 
dungen auf rationale Kurven in Betracht. Gibt es aber eine solche Abbildung, so findet 
man durch Ubergang zur Normalisierung der Kurve auch eine holomorphe Abbildung 
von F’ auf den P,. 
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Also miiBte g eine Quadratzahl sein im Widerspruch zur Annahme. Der Fall 
F§<p,, 2) sowie die Aussagen von b) werden analog bewiesen. Betrachten wir 
z. B. die Flache F = F%(p,, 2; p, 2; ps, 2). Entsprechend wie oben wiirde die 
Existenz einer holomorphen Abbildung von F auf den P, jetzt 7 natiirliche 


Zahlen (n,, .. ., 7) + (0, . . ., 0) liefern, so daB gn} — n? + 2ngn, + 2ngng+ 
i=2 


+ 2ngn, = 0, d. h. es miiBte gelten 
= + (mg — + (my — nq)? . 


Ist aber g = 7 (mod8), so hat die diophantische Gleichung gx? = 23 4 
+ 22+ 2? keine nichttriviale ganzzahlige Lésung (vgl.. [4], p. 263). Hieraus 
folgt die Behauptung. 

Es ware interessant, singularitatenfreie algebraische Flachen F mit 
b$(F) > 1 zu finden, die keine singularitétenfreien Kurven mit negativem 
Selbstschnitt enthalten und nicht holomorph auf algebraische Kurven abbild- 
bar sind. Ferner ware es wiinschenswert, (einfach-zusammenhangende) alge- 
braische Flichen mit vorgegebener 2-ter analytischer Bettischer Zahl zu 
kennen, die keine holomorphen Abbildungen auf Kurven (bzw. den P,) ge- 
statten. Dreidimensionale algebraische Mannigfaltigkeiten dieser Art (mit vor- 
gegebener 4-ter analytischer Bettischer Zahl) gewinnt man sofort aus dem P, 
durch o-Modifikation in einer endlichen Punktmenge. 


§ 4. Beispiele von Modifikationsabbildungen 
singularititenfreier Hyperflichen im P, 


1. Jede nicht konstante holomorphe Abbildung einer einfach-zusammen- 
hangenden projektiv-algebraischen Mannigfaltigkeit A,,d 21, mit b$(A,) 
= b$4_2(A,) = 1 auf eine komplexe Mannigfaltigkeit ist nach Satz 1.18 eine 
holomorphe Uberlagerungsabbildung. Es ist daher nicht méglich, solche 
Mannigfaltigkeiten A, durch eine echte Modifikation aus einer komplexen 
Mannigfaltigkeit B zu erzeugen. In diesem Paragraphen soll gezeigt werden, 
daB fiird > 3 die Voraussetzung, daB B keine Singularitaten besitzt, wesentlich 
ist?®). Wir behaupten: 

Satz 4.1: Es gibt eine (dreidimensionale) singularititenfreie H yperfliche 
5. Ordnung H3 im P, und eine holomorphe Abbildung t von H3 auf einen normalen 
komplexen Raum B mit folgender Eigenschajft: Es gibt eine in H3 enthaltene 
Gerade g, so daB t(g) ein einziger Punkt ist und H3 — g vermége t biholomorph auf 
B—t(qg) abgebildet wird. 

Beweis: Nach H. Gravert [16] gibt es zu einer singularitétenfreien Hyper- 
fliche H3, die die Gerade g enthalt, einen komplexen Raum B und eine holo- 
morphe Abbildung t mit den angegebenen Eigenschaften genau dann, wenn 


1%) Fiir d = 2 sind nach Folgerung 1.14 fiir B beliebige (normale) komplexe Raume 
erlaubt. 
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das Normalbiindel »(g) von g in H3 schwach negativ ist®*). Nun ist »(g) sicher 
dann schwach negativ, wenn es zur direkten Summe A, @ A, zweier Hopfscher 
Geradenbiindel /,, A, iiber g isomorph ist**). Daher folgt die Behauptung des Sat- 
zes 4.1 unmittelbar aus dem weiter unten formulierten und bewiesenen Satz 4.2. 

Bemerkung: Bereits in [14] wurde eine dreidimensionale projektiv-algebra- 
ische Mannigfaltigkeit X,, nimlich ein P, x P,-Biindel tiber P,, so auf einen 
normalen komplexen Raum B holomorph abgebildet, daB eine in X, enthaltene 
singularitaétenfreie rationale Kurve K auf einen einzigen Punkt b, ¢ B und 
X,— K biholomorph auf B— 6, abgebildet wird. Es gilt indessen b,(X;) = 0, 
b$(X,) > 1, b{(X,) > 1, und B ist projektiv-algebraisch. Im vorliegenden Fall 
der Hyperflache H3 dagegen haben wir 6,(H3) = 0, b,(H3) = 6,(H3) = 1; und 
B ist nicht einmal algebraisch im Sinne von A. WEIL, da alle Divisoren in B 
durch den Punkt t(g) ¢ B gehen miissen (denn alle Divisoren in H} schneiden 
wegen b,(H3) = 1 notwendig die Gerade g**). 


20) Ist M eine singularitaétenfreie komplexe Untermannigfaltigkeit einer komplexen 
Mannigfaltigkeit X, so ist das Normalbiindel »(M) von M in X wie folgt definiert: sind 
&(X) bzw. &(M) die kontravarianten holomorphen Tangentialbiindel an X bzw. M, so ist 
&(M) ein holomorphes Teilbiindel von &(X)|M (= Beschrankung von &(X) auf M). Das 
holomorphe Quotientenbiindel £(X)|M/&(M) heiBt das Normalbiindel »(M) von M in X; 
v(M) ist ein holomorphes Vektorraumbiindel iiber M mit C,,2im 4 als typischer Faser (vgl. 
auch [18], p. 71). — Ein holomorphes Vektorraumbiindel iiber einer kompakten 
komplexen Mannigfaltigkeit X hei®t schwach negativ (vgl. [16]), wenn es um die Null- 
schnittflache 0 im Biindelraum eine Umgebung mit streng pseudokonvexem Rand gibt. 
Die Whitneysche Summe schwach negativer holomorpher Vektorraumbiindel ist wieder 
schwach negativ, ebenso ist jedes holomorphe Untervektorraumbiindel eines schwach nega- 
tiven Vektorraumbiindels schwach negativ. 

21) Jedes holomorphe Geradenbiindel 4 iiber einer singularitatenfreien algebraischen 
Kurve K wird bekanntlich von einem Divisor d der Kurve induziert; es gibt stets mero- 
morphe Schnittflachen in 4; jede meromorphe Schnittfliche in 7 hat d als Divisor. Der 
Grad von d werde mit c(7) bezeichnet; dann gilt fiir die erste Chernsche Klasse c, (7) 
die Identitat c,(4) = ¢(y)-¢g, wo q € H*(K, Z) der natiirliche Generator ist (vgl. hierzu 
[18]}). Ist K rational, so sind zwei holomorphe Geradenbiindel », 7 iiber K genau dann 
aquivalent, wenn c(7) = ¢(n’). Ein holomorphes Geradenbiindel 7 iiber einer rationalen 
Kurve K hei&t ein Hopfsches Geradenbiindel iiber K, falls = — 1. Jedes Hopfsche 
Geradenbiindel ist schwach negativ. 

*2) Nach Hrronaka gibt es bereits singularitatenfreie rationale Flichen F, die eine 
singularitatenfreie (nicht rationale) algebraische Kurve K enthalten, so daB F—K durch 
Adjunktion eines einzigen Punktes gq, zu einem kompakten komplexen Raum PF wird, 
dessen Kérper der meromorphen Funktionen zum K6rper der meromorphen Funktionen 
in F kanonisch isomorph ist, und in dem alle analytischen Kurven durch g, gehen. Man 
wahlt zunachst eine singularitatenfreie elliptische Kurve K’ im P, und darauf 10 Punkte 
+++» Pro K’, so daB beziiglich der kanonischen Gruppenstruktur auf K’ niemals eine 


10 
Gleichung Y n,p,= 0 mit ganz-rationalen Zahlen n,,..., mo gilt. Die gesuchte Flache F 


entsteht nun aus dem P, durch Anwendung des o-Prozesses in der Punkten 9,, . . ., Po; 
die gesuchte Kurve K in F ist die nach F ,,geliftete“’ Kurve K’. Die Méglichkeit, F—K 
durch Hinzufiigung eines einzigen Punktes g, zu kompaktieren, folgt aus dem Grauertschen 
Satze, da K den Selbstschnitt —1 hat. Die Tatsache, daB in F = (F—K)Uq alle analyti- 
schen Kurven durch qg, gehen, folgt aus klassischen Satzen iiber ebene elliptische Kurven 
auf Grund der an die Punkte p,, . . ., p>) gestellten Bedingung. 
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Wir haben den Beweis von Satz 4.1 reduziert auf 

Satz 4.2: Durch jede Gerade g im P, gibt es eine singularititenfreie Hyperfldche 
5. Ordnung H§ des P,, so daf das Normalbiindel »(g) von g in H§ zur direkten 
Summe A, A, zweier Hopfscher Geradenbiindel A,, A, iiber g isomorph ist. 

Dem Beweis dieses Satzes schicken wir vier Hilfssitze voraus: 

Hilfssatz 4.3: Es seien X, Y komplexe Riume; es sei t:X — Y eine eigent- 
liche holomorphe Abbildung von X auf Y, derart, daB alle Fasern von t irreduzibel 
und gleichdimensional sind. Dann ist fiir jede analytische Menge M in X, 
M + X, die Menge Yy:= {y € Y, Ty) C M} eine echte analytische Teilmenge 
von Y. 

Beweis: Es sei k die Dimension der Fasern von t. Die Menge 


B:= {x M) = B 


ist nach Satz 17 von [27], angewandt auf die Abbildung t|M, eine analytische 
Menge in M und also auch in X. Da rt eigentlich abbildet, so ist also t(B) eine 
analytische Menge in Y mit dimt(B) < dim B—k. Da dim Y = dimX —k 
und dim B < dim X wegen B + X, so folgt dimr(B) < dim Y, d. h. t(B) + Y. 
Es bleibt zu zeigen, daB t(B) = Yy,. 

Sei y Yy, und z T (y)- Wegen T (y) Cc M gilt M unddim, (x (y) M) 
= dim, (y) =k, d.h. B. Also folgt r(B). Sei umgekehrt ¢ B. 
Dann gilt dim, (t (t(z)) r\ M)= dim, t (t(z)), woraus wegen der Irreduzibilitat 
von T (t(2)) auf Grund des Identitatssatzes fiir analytische Mengen folgt 
(t(z)) M, d.h. € Yy. Also gilt auch t(B) C Yy, w. z. b. w. 

Hiljssatz 4.4: Es seien y,,;,h = 0,1, 2; %,j7 = 0,1, 2,3, 4, i+ 7 = 4, homo- 
gene Koordinaten im P,,4, es seien Ug, U,, Uz bzw. 2, homogene Koordinaten im 
P, bzw. P,. Dann gibt es eine nichtleere offene Menge U C P,,4, 80 daB durch die 
Gleichungen 


i+j= 


i+j= 
eine holomorphe Abbildung p:P, x U +P, gegeben wird mit folgender Eigen- 
schaft: 

Fiir jedes y ist py: xX Py, wo py:= p|P, x y, eine holomorphe 
Abbildung vom Grade 1 von P, x y auf eine irreduzible Kurve 4.Ordnung mit 
3 gewohnlichen Doppelpunkten und keinen weiteren Singularititen. 


Beweis: Zunaichst bestaétigt man durch Nachrechnen, daB durch die 
Gleichungen 


Ug = Ap (A? — p?), = Ap (A? + p?), uy = — 


eine regulire holomorphe Abbildung 7: P,— P, definiert wird, so daB y(P,) 
eine Kurve 4. Ordnung im P, mit drei gew6hnlichen Doppelpunkten und keinen 
weiteren Singularitaten ist. y kann in kanonischer Weise mit einer Abbildung 
WO = (Ynis) € Pi, ein eindeutig bestimmter Punkt ist, identifiziert werden. 
Wir wahlen nun eine Umgebung V von 7 so klein, daB durch die Gleichungen (*) 


eine holomorphe Abbildung p: P, x V > P, definiert wird. Da die Abbildung 
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y; regular ist, kann V insbesondere so gewahlt werden, daB auch alle Abbil- 
dungen q,, y € V, regular sind; dann sind alle Bildmengen L,:= g,(P, x y), 
y € V,irreduzible rationale Kurven im P, mit lauter singularitatenfreien Zweigen. 
Alle Abbildungen ¢,, y € V, sind nun vom Abbildungsgrad 1: Ist namlich Q, 
eine Normalisierung von L, und y, :Q,— L, eine Normalisierende, so gibt es 
eine holomorphe Abbildung ¢, : P,; x y > Qy. so daB my = yy O Gy. Mit gy ist 
auch ¢, regulér und daher, da Q, als komplexe Mannigfaltigkeit ein P, ist, 
biholomorph. 

Wir kénnen V weiter so klein wahlen, daB alle Kurven L,, y « V, von 
4. Ordnung sind: Die Schnittpunkte einer Geraden h:= {Aguy + Ayu, + 
+ A,u, = 0} mit L, sind namlich genau die g,-Bilder der vier Wurzeln (A, 1) 
der homogenen Polynomgleichung (Ag ¥oi;+ A, + Ai’ = 0. 

i+j=4 

Fir 7 = (¥,;;) kann man nun (Ag, A,, A,) + (0, 0,0) so wahlen, daB diese 
Wurzeln = 1, ..., 4, als Punkte des P, alle verschieden sind, und daB 
L, die Gerade h in den Bildpunkten q;(/,, ,) stets transversal schneidet, 
y=1,...,4. Dann bleiben aus Stetigkeitsgriinden auch fiir alle zu 7 benach- 
barten Punkte y ¢ P,, die vier Wurzeln des obigen Polynoms saimtlich von- 
einander verschieden, und die Schnitte von L, mit h in den entsprechenden 
¢y- Bildpunkten bleiben transversal. Mithin sind alle zu Lz benachbarten Kurven 
L, ebenfalls von der Ordnung 4. 

Es seien nun d,, d,, ds die Doppelpunkte von Lj. Hilfssatz 4.4 wird bewiesen 
sein, wenn wir zeigen kénnen: 

Es gibt eine Umgebung U C V von ¥ und paarweise disjunkte Umgebungen T; 
von d;, i = 1, 2,3, mit folgender Eigenschaft: Zu jeder Menge Ly T;, y € U, 
i= 1,2, 3existieren ein Punkt q,, T; und zwei durch q,, , laufende, in q,, , singula- 
ritéitenfreie analytische Kurvenstiicke K; ,, K;',, die zu den irreduziblen Kompo- 
nenten von L, T; in q;,, gehdren und sich in q;,, transversal schneiden. 

Hieraus folgt namlich zunachst, daB jede Kurve L,, y ¢ U, mindestens die 
drei Punkte {s,y singulare Punkte besitzt. Nach einer bekannten 
Formel iiber irreduzible ebene algebraische Kurven (vgl. [34], Theorem 4.4, 
p- 65) sind dies dann, da alle Kurven L,, y ¢ U, von 4. Ordnung sind, genau die 
singularen Punkte von L,, und zwar haben sie simtlich die Vielfachheit 2. Dies 
bedeutet aber, daB L, in einer Umgebung von q;,, mit der Menge K; , UV K;’, 
iibereinstimmt, i = 1, 2,3. Daher sind alle Punkte q;,, gewohnliche Doppel- 
punkte von L,, y € U. 

Es bleibt die obige Aussage zu beweisen. Wir wahlen in d, ¢ P, zentrierte 
komplexe Koordinaten z,,z, so, daB L;z in einer Polyzylinderumgebung 
T,:= {\z,| < < #,} durch die Gleichung z,-z,=0 gegeben wird. Sei 
nun @, € P, einer der beiden y,-Urbilder von d,, sei U; Cc V eine Umgebung von 
y ¢ P,, und W, eine Koordinatenumgebung von a, mit einer in a, zentrierten 
komplexen Koordinate t,, so daB g(W, x U,) c T. Dann wird die Abbildung 


gp: W, x U, > 7, durch zwei Gleichungen 


= f(t, y), % = y) 


| 
| 
| 
| 
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mit in W, x U, holomorphe Funktionen /, g gegeben. Es gelte etwa /(t,, 7) = 0 
(d. h. wir nehmen an, daB W, x 7 vermége gj auf das Ebenenstiick z, = 0, 
welches einen Zweig von L; in d, reprasentiert, abgebildet wird). Da qj regular 


in t, = 0 ist, so folgt: al ae 0. Es gibt daher ein r, > 0, r, < 7,, und 
eine in {|z,| < rg} x U, holomorphe Funktion h(z,, y), so daB z, = g(h (zs, y), y) 
und h(z,, y) € W, fiir alle (z,, y) € {|zg| < rg} x U, (evtl. ist das obige U, hier 
noch zu verkleinern). Die zuasammengesetzte Funktion F (z,, y) := /(h(z2, y), y) 
ist nun in {|z,| < rg} x U, holomorph und es gilt F(z,,7)=0. Durch die 
Gleichung z,— F (z,, y) = 0 wird fiir jedes feste y ¢ U, eine in 7): ={|z,| <<, 
< rg} singularitatenfreie analytische Menge Kj, , beschrieben, die in jedem 
ihrer Punkte mit einer Komponente von L, in diesem Punkte iibereinstimmt. 
Die vorstehende Konstruktion werde nun in analoger Weise fiir den zweiten 
y,-Urbildpunkt von d, durchgefiihrt. Dann erhalten wir (nach evtl. nochmaliger 
Verkleinerung von U,) eine Umgebung {|z,| < rj, < 7,} und eine in 
< ri} x U, holomorphe Funktion G(z,, y) (es gilt @(z,,7) = 0), so daB 
durch die Gleichung z, — G(z,, y) = 0 fiir jedes feste y ¢ U, eine in 77’ singula- 
ritatenfreie analytische Menge K{/ , beschrieben wird, die ebenfalls in jedem ihrer 
Punkte mit einer Komponente von L, in diesem Punkte iibereinstimmt. 

Es sei nun 7’, eine relativ-kompakt in 7, > Ty liegende Umgebung von d,. 
Durch die Gleichungen z,— F(z,, y) = 0, z,— G(z,, y) = 0 wird in 7, x U, 
eine analytische Menge M definiert, die in (0, 0, 7) genau 2-codimensional ist. 
Da M ~ {7, x 7} nur aus dem Punkt (0, 0, 7) besteht, so ist, falls U, klein 
genug gewahlt ist, die natiirliche Projektion 7, x U, > U, surjektiv. Dies be- 
deutet, daB fiir jedes y¢ U, die Menge Ki, Ki, T, mindestens einen 
Punkt ¢,,, enthalt. In diesem Punkt haben, wenn nur U, geniigend klein ist, 
und Kj, notwendig verschiedene Tangenten: Die Punkte (z,, y) 
TY) x Uj, in denen , und KY , dieselbe Tangente haben, liegen nim- 
lich auf der durch die Gleichung . = Lin TY) x U, definierten 
analytischen Menge NV. Da (22, ¥) = (z,, ¥) = 0, so ist also (7, x U4) 
leer, wenn U, klein genug gewahlt ist, denn 7’, liegt relativ-kompakt in 7) TY. 

In derselben Weise kénnen wir nun zu den iibrigen beiden Doppelpunkten 
d, und d, Umgebungen U,, U3, und analytische Kurvenstiicke ,, 

,, konstruieren, denen die gleichen Eigenschaften zukommen wie 
oben den U,, 7;, K{,,, Wir kénnen sicher erreichen, daB die T,, T,, T; 
paarweise disjunkt sind. Setzt man daher abschlieBend U = U, Us, 
so ist die Existenz der oben behaupteten Mengen sichergestellt. — Hilfssatz 4.4 
ist folglich bewiesen. 

Im P, seien eine Gerade g und eine 2-dimensionale analytische Ebene E 
gegeben, so daB g > E leer ist. Es sei «: g > E eine holomorphe Abbildung. 
Ordnen wir dann jedem Punkt p ¢ g die abstrakte Tangentialgerade d, in p an 
die durch p und seinen Bildpunkt «(p) + p bestimmte projektive Gerade zu, 
so ist ein holomorphes Geradenbiindel tiber g definiert. Dasselbe wird im fol- 
genden stets mit 7, bezeichnet; La a, ist eine ,,Realisierung von 7,. Ist z. B. 

33* 
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« konstant, so ist 7, ersichtlich das Normalbiindel von g in der durch die Gerade 
g und dem Punkt «(g) aufgespannten Ebene, in diesem Falle gilt also c(y,) = 1. 

Im folgenden Hilfssatz geben wir eine Abschatzung fiir c(7,) fiir beliebige 
nicht konstante holomorphe Abbildungen «. 

Hilfssatz 4.5: Es seien g bzw. E eine Gerade bzw. Ebene im P, mit leerem 
Durchschnitt, es sei a: g— E eine holomorphe Abbildung vom Grade h > 0 auf 
eine algebraische Kurve «(g) C E der Ordnung k. Dann gilt c(n,) < 1—hk fiir 
das von « iiber g definierte holomorphe Geradenbiindel n,,*). 

Beweis: Es sei s: p-—> 8, eine feste meromorphe Schnittflache in »,. Laut 
Definition ist ¢(,) = grad(s). Um diese Zahl abzuschatzen, konstruieren wir 
ein Hilfsbiindel @ tiber g, indem wir jedem Punkt p ¢ g den 3-dimensionalen 
abstrakten Tangentialraum an den von p und E aufgespannten 3-dimensionalen 
projektiven Unterraum des P, zuordnen. @ ist ein holomorphes Vektorraum- 
biindel tiber g mit 7, als holomorphem Teilbiindel. Sind q,, q., ¢3 drei feste nicht 
kollineare Punkte in £, so bestimmt jede Abbildung p — q;, p € g, ein holomor- 
phes Geradenbiindel &; iiber g mit c(&;) = 1, + = 1, 2, 3, so daB gilt m = &, ® 
® &, ® &,. Wir bezeichnen die projektive Gerade durch g, und q, mit ¢ und 
wahlen q., 73 insbesondere so, daB t die Kurve «(g) in k verschiedenen Punkten 
schneidet und daB jeder Punkt von t > «(g) genau h verschiedene «-Urbild- 


punkte in g hat. Die Menge N := x(t) besteht dann aus hk verschiedenen 
Punkten, ersichtlich gilt auch N = {p ¢g, s, &,(p) &3(p)}. Wir kénnen 
auch noch so wahlen, daB die oben fixierte Schnittflache s in N weder Null- 
noch Polstellen hat. Wir projizieren nun die Schnittflache s des Biindelraumes 
nH, ® & & auf den Biindelraum &,. Dadurch wird eine meromorphe 
Schnittfliche s in &, definiert. Da jeder Punkt p g N eine Umgebung U 
besitzt, so daB »,|U sich biholomorph auf &,|U projiziert, so hat  tiber g — N 
genau dort Null- bzw. Polstellen (mit derselben Vielfachheit), wo s Null- bzw. 
Polstellen hat. Da s tiber N nach Voraussetzung weder verschwindet noch 
singular wird, und & in jedem Punkt von N laut Definition null wird, so folgt 
also: grad(s) > grad(s) + hk. Wegen c(é,) = grad(&) = 1 und ¢(n,) = grad(s) 
ergibt sich hieraus die Behauptung. 

Hiljssatz 4.6: Es sei H% eine singularititenfreie Hyperfliche im P,, es sei 
K eine singularititenfreie algebraische Kurve in H{ der Ordnung a und vom Ge- 
schlecht p. Dann gilt fiir das Normalbiindel »(K) von K in H§ die Gleichung 

c(v(K)) = (56—gq)a+ 2p—2. 

Beweis: Es seien i: H{-—> P, und j: K + H4 die natiirlichen Injektionen, 
es seien e ¢ H?(P,,Z) und f ¢ H?(K, Z) die natiirlichen Generatoren dieser 
Gruppen. Aus der Whitneyschen Multiplikationsformel fiir Chernsche Klassen 
(vgl. [18], p. 66) ergibt sich, wenn wir mit »(H%) das Normalbiindel von H{ 
in P, bezeichnen: 


3) Es laBt sich sogar zeigen: c(n,) = 1 — hk. Fiir unsere Zwecke geniigt indessen die 
obige Ungleichung. 


a 
: 
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Ferner gilt (vgl. [18], p. 73, 71 baw. p. 73): 
¢,(P,) = 5e, ¢,(v(H) = i*(qe), ¢,(K) = (2—2p)/. 
Also folgt: c,(H$) = i*((5 — g)e) und weiter 
¢(v(K)) = (5 — q) 0 (e) — (2 — 2p)f. 
Da (i © j)*(e) = af, so ergibt sich schlieBlich 


¢,(¥(K)) = {(5 —q)a + 2p — 


woraus die Behauptung folgt. 

Wir beweisen nun abschlieBend Satz 4.2. Es seien 2p», ..., x, homogene 
Koordinaten im P,, so daB die Gerade g durch die Gleichungen z,= 2,= 2,= 0 
gegeben wird. Eine Hyperfliche H = ait = 0) enthailt g 

genau dann, wenn dy99,;;= 0 fiir alle zulassigen i, j. Im Raum P,,, aller Hyper- 
flichen des P, reprasentiert also (beziiglich der homogenen Koordinaten 
a;,...;,) der durch die Gleichungen d999;;== 0 bestimmte 119-dimensionale 
lineare Teilraum L,,, die g enthaltenden Hyperflichen. Bezeichnet S die im 
P,.,; algebraische Menge der Hyperflichen H mit Singularitaten, so gilt 
( 8S: andernfalls miiBte nimlich (aus Homogenitatsgriinden) jede Hyper- 
fliche H§ des P,, die eine Gerade enthalt, Singularitaten haben, was Satz 2.5 
widerspricht. Wir setzen im folgenden S* := L,,,% 8S. 

Sei nun H3 ¢ L,,,— S* beliebig gewahlt. Der projektive Tangentialraum 
T, an H3 in einem Punkt p = (0, 0, 0, A, wu) € g wird dann, wie eine direkte 
Rechnung zeigt, durch die Gleichung 


i+j=4 i+j=4 i¢j—4 


gegeben. Wir setzen #(H3) := 90940: 410031: -» 90104) Und behaupten: 

Es gibt im P,, der homogenen Koordinaten 940; - - 490194) alge- 
braische Menge A + P,,4, 80 daB zu jedem Punkt a ¢ P,,— A eine Hyperfliiche 
'H3 S* mit 0('H3) = a existiert. 

Zum Beweise bezeichnen wir mit H,,, den durch die Gleichungen 
0, 4% o190a= 0 definierten linearen Unterraum des (es gilt 
E94 S*) und betrachten diejenige holomorphe Abbildung 2: L,; 
die jedem Punkt € den Punkt 9940, - - - M0104) Pia 
zuordnet. Durch Anwendung des o-Prozesses entlang E,,, entsteht aus L,;, 
eine komplexe Mannigfaltigkeit } ae so daB die Abbildung z zu einer holo- 
morphen Abbildung ft: > P,, geliftet werden kann, wobei jede Faser 
von ein ist (vgl. Hilfssatz 2.2). Bezeichnet o : die natiirliche 
Projektion, so gilt 0(H3) = o fiir alle Hyperflachen ¢ L,,.— S*. 
Die Menge @ (S*) ist eine echte algebraische Teilmenge von L, 19 Wir setzen 
nun A:= {a € P\4, #*(a) Co (S*)}. Da alle Fasern von #% irreduzibel sind, 
so ist A nach Hilfssatz 4.3 eine echte analytische und also algebraische Teil- 
menge von P,,. Zu jedem Punkt a € P,,— A gibt es ein b ¢ o (S*) mit %(b)=a. 
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Folglich ist o(b) L,,,— S* eine ,,Hyperflache“ mit #('H3) = a. Die 
Menge A hat also die gewiinschte Eigenschaft. — Im folgenden betrachten wir 
nur Hyperflachen H3 ¢ L,,,— S* mit #(H%) ¢ A. 

Es sei EZ die durch die Gleichungen {x, = x, = 0} im P, definierte 2-dimen- 
sionale Ebene. Es gilt E ™ g = ©, weiter ist E -\ T, fiir alle p = (A, u) € g stets 
eine Gerade g,, die durch die Gleichungen (1) gegeben wird, falls man 2», 2,, 2, 
als homogene Koordinaten in FE auffaBt. Durch die Zuordnung p— g, wird 
fiir jeden Punkt 994, - - 90104) Pig —A eine holomorphe Abbildung 
~:g— E* von g in den zu E dualen Raum E* der Geraden von E definiert: 
sind tp, U,, Ug ZU Xp, X, duale homogene Koordinaten in E*, so wird er- 
sichtlich durch die Gleichungen : 

i+j=4 t+j=4 i+j=4 

gegeben. Aus Hilfssatz 4.4 folgt, daB man den Punkt (4, 994, ---;@o0104) Pig—A 
insbesondere so wahlen kann, daB @(g) eine Kurve 4. Ordnung mit 3 gewohn- 
lichen Doppelpunkten und keinen weiteren Singularitaten ist, und daB @ eine 
holomorphe Abbildung von g auf y(g) vom Grade 1 ist. Wir zeigen nun, daB 
fiir jede zu einem solchen Punkt a’ von P,,—A gehérende Hyperfliche 
'H8 ¢ L,,,— S* mit #('H3) = a’ die Aussage unseres Satzes gilt. 

Fir jeden Punkt p¢g sei n, die von der Geraden g, und dem Punkt p 
bestimmte 2-dimensionale projektive Ebene. Es ist n, Cc 7’, und n,\g=>p 
fiir alle p¢g. Daher gilt, wenn wir mit 7, bzw. i, bzw. f, den abstrakten 
Tangentialraum in p an H3 bzw. n, bzw. g bezeichnen: 7, = ¢, @ ii, fiir alle 
p <q. Somit ist U i, eine ,,Realisierung‘* des Normalbiindels »(g) von g in H3. 


Jede a:g—E£ bestimmt (vgl. die Vorbemerkung zu 
Hilfssatz 4.4) ein holomorphes Geradenbiindel », tiber g. Gilt stets «(p) €g,, 
so kann 7, offensichtlich als ein holomorphes Teilbiindel von »(g) aufgefaBt 
werden. Hat man insbesondere 2 holomorphe Abbildungen «,;:g— E mit 
a,(p) €g, fiir alle pcg, i= 1,2, so daB stets «,(p) + a,(p), so ist v(g) die 
direkte Summe der zugehérigen Geradenbiindel »,, und »,,. Wir werden nun 
zwei solche Abbildungen und a, so konstruieren, die zugehdrigen 
Geradenbiindel »,, beide Hopfsche Geradenbiindel iiber g sind; damit ist dann 
Satz 4.2 bewiesen. 

Es seien d,, d, zwei der 3 Doppelpunkte von g(g). Fiir jeden Punkt p ¢ g 
mit g, = p(p) + d,, d, sei zunachst %,;(p) die projektive Gerade durch @(p) 
und d; in £*, i = 1, 2. Es gilt stets %,(p) + %,(p), denn andernfalls ware die 
Schnittzahl der Geraden %,(p) mit der Kurve 4. Ordnung (g) mindestens 5. 
%,(p) ist ein Punkt in E**; wir setzen daher «,(p):= 0(%,(p)), i = 1, 2, wo oe 
die kanonische ,,bilineare““ Abbildung von £** auf £ ist. Offensichtlich ist 
«,(p) eine holomorphe Abbildung von g — Ud,) in E; da stets 
= %;(p),.80 gilt a,(p) €g,, i= 1, 2. a, und a, kénnen stetig und daher 
auch holomorph in die 4 Punkte von od, U d,) fortgesetzt werden: ist etwa 
p’ €g mit p(p’) = d,, so sei &,(p’) die Tangente an den durch ¢(p’) bestimmten 
Zweig von y(g) ind, und @,(p’) die Verbindungsgerade von d, mit d, und weiter 
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a; (p’):= o(%,(p’)), 1, 2. Aus gleichen Griinden wie oben gilt auch jetzt 
a, (p’) €g, und a,(p’) + a,(p’). In entsprechender Weise wird «, in den beiden 
g-Urbildpunkten von d, definiert. Fiir die durch diese holomorphen Ab- 
bildungen «,,«, bestimmten Geradenbiindel 7, ;7,,, von denen »(g) die 
direkte Summe ist, haben wir nun zu zeigen, daB c(7,) = ¢(,,) = —1. Dazu 
bemerken wir, daB beide Abbildungen «, und «, nicht konstant und mindestens 
vom Grade 2 sind: Die ,,allgemeine‘* Gerade durch d;,i = 1,2, schneidet 
namlich die Kurve 4. Ordnung @(g) in genau zwei weiteren von d, verschiedenen 
Punkten, mithin besteht (p)) fiir ,,allgemeine‘ Punkte p¢g stets aus 
mindestens 2 verschiedenen Punkten. Aus Hilfssatz 4.5 ergibt sich somit 
¢(H,) S —1, ¢(y.,) S —1. Aus Hilfssatz 4.6 (man setze g = 5, K = g und also 
a=1, p= 0) folgt andererseits auf Grund der dualisierten Whitneyschen 
Multiplikationsformel 
(na,) + €(M,) = = —2 

Dies ist aber nur méglich, wenn ¢(7,,) = ¢(,,) = —1, w. z. b. w. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB mit derselben Methode, mit der 
Satz 4.2 bewiesen wurde, sich zeigen laBt: 

Durch jede Gerade g im P, gibt es eine singularitatenfreie Hyperfliche H{ 
des P,, 1 < q = 4, so daB das Normalbiindel »(g) von g in H{ zur direkten 
Summe AS? zweier Geradenbiindel AP iiber g isomorph ist, wobei: 
= 0, c(AM)=—1; =0, c(AP)=0; c(A®)=0, c(AP) = 1; 
= 1, = 1. 
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